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RESUMEN DEL PROYECTO 
 

 
En la actualidad existe una creciente necesidad de desarrollar nueva técnicas 

de tratamiento de imágenes digitales, debido a las numerosas aplicaciones 

basadas en imágenes digitales en sectores muy presentes en nuestra sociedad 

como la seguridad o la biometría. 

 

La Teoría de “Wavelets” es la herramienta de utilización más extendida en el 

Análisis Multi-Resolución sobre imágenes digitales, formando parte del 

estándar JPEG2000.  

 

La nueva Teoría de “Bandelets”, basada en la anterior Teoría de “Wavelets”, 

pretenden mejorar en imágenes de geometría escasa el gran rendimiento que 

ha aportado la Teoría de “Wavelets” en este campo. 

 

En este proyecto se presentarán ambas teorías. La Teoría de “Wavelets” 

primero realizará una segmentación en la imagen para obtener un resultado 

Multi-Resolución, y aplicar la Transformada “Wavelet” Discreta a cada 

segmento por separado. La Teoría de “Bandelets” aplicará una “bandelización” 

de cada segmento antes de aplicar la Transformada “Wavelets” Discreta. 

 

Finalmente, se compararán los resultados obtenidos aplicando ambas teorías a 

la imagen digital de referencia por excelencia, la imagen de Lenna, y también 

sobre una imagen de geometría escasa como es la de Barbara. 

 

 

PALABRAS CLAVE 
 

 
Tratamiento de imágenes digitales, “Wavelets”, “Bandelets”, Análisis Multi-
Resolución. 
 
 
 
 
 



  

 
 

 

 

 

“Las sirenas tienen un arma más poderosa que su canto: su silencio.” 

Franz Kafka. 

 

“La verdadera sabiduría reside en conocer la propia ignorancia.” 

Sócrates. 

 

“Cada vez sabemos más, y cada vez entendemos menos.” 

Albert Einstein. 
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1. INTRODUCCIÓN 

 

El punto de partida de este proyecto son las imágenes digitales, y el objetivo 

perseguido comprobar las mejoras que se pueden conseguir mediante la 

aplicación de la nueva Teoría de “Bandelets” respecto a otras técnicas. 

 

Esta nueva teoría pretende optimizar las técnicas ya utilizadas en la Teoría de 

“Wavelets” sobre imágenes digitales de geometría escasa, para conseguir 

mejores resultados tanto en compresión de la información como en la 

eliminación del ruido existente. 

 

A pesar de que las funciones de tipo “wavelet” se definieron hace un siglo, su 

aplicación al tratamiento de señales es mucho más reciente, y su utilización 

generalizada no llegó hasta hace una década. En los últimos años han surgido 

nuevos algoritmos que pretenden optimizar esta teoría, convirtiéndose en un 

campo abierto a la investigación. 

 

Entre las optimizaciones se encuentra el objeto de estudio de este proyecto, las 

bases de funciones “bandelets”. Este nuevo tipo de bases descomponene  la 

imagen a lo largo de  vectores multiescala elongados en la dirección del flujo 

geométrico. 

 

Finalmente en este proyecto se utiliza una terminología que en el idioma 

castellano no tiene correspondencia suficientemente aceptada. Es frecuente 

hablar de “ondículas” para referirse al término inglés “wavelets”, o “bandículas” 

para el término también inglés “bandelets”. Pero al igual que para otros 

términos recientes y relacionados con el tema que tratamos como “curvelets” y 

“contourlets” en este proyecto se utilizarán los términos en inglés entre comillas 

para estar seguros de ser entendidos por todos los lectores. 
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1.1.  Teoría de la Información 

 

La Teoría de la información es una rama de la matemática que estudia la 

información y todo lo relacionado con ella, como el estudio de las fuentes de 

información, los canales de transmisión, la compresión de datos, criptografía y 

el control de errores. 

 

A pesar de que ha sido utilizada durante toda la historia de la humanidad, su 

estudio se inició de forma científica en 1948 [Sha48] por el estadounidense 

Claude Shannon (1916 – 2001), utilizando herramientas probabilísticas y 

estadísticas. Shannon manejó las señales como aleatorias y no como 

deterministas, debido a la gran relevancia que tiene la incertidumbre en la 

Teoría de la información. 

 

En consecuencia, podemos tratar a la información como una magnitud física y 

en consecuencia definir una medida que cuantifique la cantidad de información 

que lleva asociada una señal [Cov91], [Mac03]. 

 

Finalmente podemos definir un mensaje como la información que un emisor 

envía utilizando un código a un receptor que debe conocer ese código, a través 

de un medio físico denominado canal. 

 

1.1.1. Información y Fuentes de Información 

 

En la Teoría de la información podemos definir la información como un 

fenómeno que nos proporciona un significado o un sentido mediante el empleo 

de códigos. 

 

Un código utiliza de forma organizada un conjunto determinado de símbolos 

que representan datos, es decir, atributos o características. 
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Ilustración 01. Relación Información-Fuente. 

 

Y por último, una fuente de información es cualquier proceso que genera 

mensajes sucesivos. 

 

Las fuentes de información pueden ser clasificadas como sin memoria (genera 

mensajes sucesivos de forma independiente entre ellos), ergódicas, 

estacionarias y estocásticas. 

 

Pongamos por ejemplo un texto escrito en castellano como fuente de 

información. Este texto formará una cadena de caracteres en donde es más 

frecuente la letra “a” que la letra “w”, por ejemplo. Por tanto, esta cadena de 

caracteres no es tan “aleatoria”. 

 

Para caracterizar la cantidad de información en una secuencia de símbolos 

generados por una fuente de información, se define la Entropía. Con la entropía 

cuantificaremos esa “aleatoriedad” dentro de cadenas, y además nos indicará 

el límite teórico para la compresión de datos. 

 

Por un lado, la tasa de información que emite una fuente es la media de la 

entropía condicional de cada mensaje que emite por unidad de tiempo, 

conocidos todos los mensajes previamente generados. 

 

Por otro lado, en una cadena en la que es equiprobable que aparezca cualquier 

carácter, la entropía es máxima, y es lo indicado para conseguir la máxima 

compresión de los datos. 

 

1.1.2. Códigos 

 

Denominamos código a la forma que toma la información que se intercambia 

entre una fuente o emisor y un destino o receptor.  
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Podemos definir este concepto de manera más formal.  

 

Definimos un código como la correspondencia de todas las secuencias posibles 

de símbolos de AX={x 1x2...xn}  a secuencias de algún otro alfabeto AD={0,1, ... 

D-1}. 

 

AX recibe el nombre de alfabeto fuente y AD el nombre de alfabeto código. 

 

Además, un código bloque es aquel que asigna cada uno de los símbolos del 

alfabeto fuente AX a una secuencia fija de símbolos del alfabeto código AD. 

 

 

Ilustración 02. Palabras fuentes y código. 

 

De todos los códigos posibles, los códigos unívocamente descodificables son 

los que dos secuencias de fuente diferentes y arbitrarias siempre generan 

diferentes palabras códigos. 

 

De estos códigos, si además es posible descodificar las palabras código de una 

secuencia sin precisar el conocimiento de los símbolos que las suceden, 

hablamos de códigos instantáneos. 

 

Para que un código sea instantáneo, existe una condición necesaria y 

suficiente : ninguna palabra del código debe coincidir con el prefijo de otra 

palabra código. 

 

Es fácil observar que la elección del código utilizado por una aplicación influye 

de forma decisiva en sus prestaciones. Por tanto debemos elegir el código 

según el objetivo que se persiga alcanzar, ya que un código que pueda ser 
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fácilmente decodificado será muy útil en una aplicación de comunicaciones, 

pero es totalmente inútil en una aplicación de criptografía. 

 

En la actualidad cada vez se busca mayor eficiencia, y se puede lograr 

utilizando códigos lo más específicos posibles a la aplicación, en función de las 

características de la fuente, el receptor, el medio y los objetivos perseguidos. 

 

1.1.3.  Canal y Ruido 

 

Como ya debe conocerse, el ruido es toda señal no deseada que tenemos a la 

entrada del receptor que interfiere con la señal que realmente transporta la 

información que nos interesa. 

 

Todo medio físico de transporte de la información o canal de comunicación 

introduce ruido. Este hecho es muy importante, ya que implica que el mensaje 

recibido por el receptor no es necesariamente el mismo que envió el transmisor 

o fuente, provocando la aparición de errores. 

 

Tanto la cantidad como la naturaleza del ruido introducido depende de las 

propiedades y características del canal de comunicación, por ejemplo su 

temperatura o longitud. 

 

1.1.4. Redundancia 

 

La redundancia o recurrencia es toda la información repetida o intensificada 

contenida en un mensaje, es decir, la información no necesaria para la 

comprensión del mensaje en ausencia de ruido. 

 

En la transmisión de la información, la redundancia es una ayuda para que el 

receptor comprenda correctamente el mensaje transmitido desde la fuente a 

través de un canal ruidoso. 
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Ilustración 03. Mensaje y Redundancia. 

 

En la mayoría de ocasiones es posible optimizar la utilización de la redundancia 

para detectar la existencia de errores en la transmisión (aplicaciones ARQ) o 

para detectar la existencia y además facilitar al receptor su corrección 

(aplicaciones FEC). También existen técnicas híbridas que buscan detectar un 

gran número de errores y corregir algunos. 

 

La redundancia en un mensaje puede resultarnos útil para detectar la presencia 

de errores, o incluso para repararlos; pero también puede resultarnos 

perjudicial en aplicaciones de compresión debido a los recursos que 

consumimos inútilmente en transmitirla o almacenarla, y en aplicaciones de 

criptografía al repetir la información que precisamente queremos ocultar. 

 

Por estas razones la redundancia resulta una parte importante en el diseño de 

una aplicación de comunicaciones. 

 

Técnicas de detección de errores  

 

La redundancia en un mensaje permite detectar que el mensaje recibido 

contiene símbolos erróneos producidos por el ruido del canal y no por la fuente, 

o simplemente detectar que faltan símbolos.  

 

Una sencilla técnica para detectar si en un texto faltan letras, por ejemplo, sería 

añadir al final del mismo el número de letras que contiene.  Y una sencilla 

técnica para comprobar si existe algún carácter erróneo sería añadir al final del 

texto la suma del valor de los caracteres contenidos. 
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De esta forma, el receptor podrá detectar de forma correcta en un gran número 

de ocasiones si ha recibido todas las letras, o si ha existido algún error. 

 

Los protocolos ARQ (del inglés, Automatic Repeat-reQuest) se basan en la 

utilización de la redundancia para este propósito, asegurándose de que toda la 

información en el receptor ha sido recibida sin errores. 

 

Estas aplicaciones dividen la información a transmitir en la fuente en paquetes. 

En el receptor utilizan la redundancia presente en sus códigos para detectar la 

presencia de errores en cada paquete. 

 

Por tanto cada paquete genera un mensaje del receptor al transmisor que 

puede ser de confirmación mediante un ACK (en inglés, ACKnowledge) si no 

se han encontrado errores en el paquete o de petición de reenvío mediante un 

NACK (en inglés, No ACKnowledge), hasta que se reciba correctamente y 

genere un ACK. 

 

Existen varios protocolos de este tipo como la Parada y Espera, o el Rechazo 

Selectivo. 

 

Hay que señalar que estos protocolos no son aptos para aplicaciones de 

comunicaciones en tiempo real al no ser posible el reenvío de la información 

por parte del emisor. 

 

Técnicas de corrección de errores 

 

No obstante con la ausencia de partes del mensaje y/o con la presencia de 

errores en el mismo, aún es posible que el receptor comprenda el significado 

del mensaje. 

 

Un lector que comprenda el lenguaje castellano al leer “espana” detectará una 

palabra que no existe, y con la ayuda del contexto, muy probablemente 
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entenderá correctamente “España”, “espada” o “espina”, que son las palabras 

posibles en castellano más cercanas. 

 

Los protocolos de corrección de errores FEC (en inglés, Forward Error 

Correction) pretenden que el receptor sea capaz de corregir errores en el 

mensaje recibido sin necesidad de una retransmisión. 

 

Son los empleados en sistemas basados en tiempo real o en sistemas sin 

posibilidad de retorno (el emisor no puede comunicarse con el transmisor). 

Además reduce la potencia necesaria en los sistemas de comunicación e 

incrementa la efectividad. 

 

En estos sistemas se aplican algoritmos de corrección de errores a las palabras 

recibidas, haciendo el descodificador más complejo. Para ello se eligen 

principalmente códigos bloque y códigos convolucionales. 

 

1.2.  Tratamiento de señales 

 

El tratamiento o procesado de señales se basa en la teoría de la información, 

en la estadística y en otras disciplinas de la matemática aplicada[Sha48]. Su 

objetivo es desarrollar y estudiar las técnicas de tratamiento de señales (como 

el filtrado, la amplificación, eliminación de ruido, compresión...), el análisis, la 

interpretación y la clasificación de señales. 

 

En la actualidad, al igual que en la elección del código, se tiende a utilizar 

técnicas cada vez más específicas a la aplicación en la que van a ser 

implementadas para mejorar la eficiencia del sistema. Y esta es la motivación 

central de la Teoría de “Bandelets”, ser más eficiente para un tipo determinado 

de imágenes que su predecesora la Teoría de “Wavelets”. 

 

La Teoría de “Wavelets”, al igual que la Teoría de “Bandelets”, que 

presentaremos más adelante se encuadran dentro del tratamiento de señales, 
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y contienen un tratamiento para señales analógicas y un tratamiento para 

señales digitales. 

 

1.2.1. Señales e imágenes digitales 

 

Definimos señal como el flujo de información proveniente de una fuente de 

cualquier naturaleza, bien sea mecánica, eléctrica, magnética, óptica, 

acústica... 

 

De entre las muchas clasificaciones que podemos realizar sobre las señales, 

diferenciaremos entre señales analógicas y discretas.  

 

Las señales analógicas pueden ser representadas por variables continuas en el 

tiempo y en su amplitud. A este tipo corresponde la inmensa mayoría de 

señales que encontramos en la naturaleza, como la temperatura. 

 

Las señales discretas sólo toman valores para una cantidad discreta de puntos. 

En este grupo podemos distinguir también a las señales digitales, que son las 

que además tienen también valores discretos. Este último grupo resulta de 

especial interés, debido a que son el tipo de señal que podemos procesar 

mediante ordenadores. 

 

Una imagen digital es un caso concreto de señal. Se trata de funciones 

discretas de dos dimensiones espaciales de valores cuantificados, es decir, 

que sólo pueden tomar un determinado conjunto de valores.  

 

Cada posición en la imagen es un píxel, que proviene de un acrónimo inglés 

(PIX ELement). Y cada píxel toma un valor cuantificado. Tradicionalmente en 

imágenes en escala de grises suelen tomar valores entre el 0 y el 256. Existen 

varias formas de codificar una imagen en color; la más extendida es la 

codificación de la cantidad de rojo, azul y verde presente en cada píxel. 
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Las imágenes tienen hoy una gran importancia en nuestra sociedad; no en 

vano se dice que “una imagen vale más que mil palabras”. Está presente en 

campos como el arte, la publicidad, procesos industriales, ocio... o en campos 

tan punteros como la bioingeniería o la seguridad. 

 

Y es bien conocido por todos la revolución que la aparición de las imágenes 

digitales ha provocado en todos estos campos. 

 

Para obtener imágenes digitales primero debemos “traducir” una señal óptica 

en eléctrica, mediante transductores. Aplicando a estas señales eléctricas 

conversores analógico-digitales podemos discretizar una señal analógica, y 

cuantificando sus valores obtenemos finalmente una señal digital, es decir, una 

imagen digital. 

 

Otra forma de obtener una imagen digital es generándola directamente con la 

ayuda de un ordenador. 

 

1.2.2. Tratamiento de imágenes digitales 

 

La sociedad actual demanda más y mejores aplicaciones basadas en imágenes 

digitales.  

 

Podemos optimizar estas aplicaciones utilizando mejores aparatos (para 

obtener mejores imágenes, mejores sistemas de almacenamiento...), y también 

podemos optimizarlas mediante un tratamiento más adecuado de estas 

imágenes. 

 

Pongamos como ejemplo un sistema de identificación de personas mediante la 

huella dactilar. Debemos adquirir una imagen digital, tratarla mediante ciertos 

algoritmos, almacenarla en una base de datos, compararla con las imágenes 

existentes en la base de datos, y finalmente decidir si esa huella pertenece a 

una persona autorizada o no. 
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La forma de tratar la imagen adquirida es clave para que el almacenaje sea 

viable (comprimiendo adecuadamente las imágenes para poder almacenar 

suficientes en la base de datos, y clasificándolas correctamente para acceder a 

ellas en un tiempo aceptable) o para comparar adecuadamente dos imágenes 

para decidir si pertenecen a la misma persona o no (extrayendo con éxito las 

características de ambas). 

 

Tradicionalmente las imágenes digitales se trataban con la Transformada de 

Fourier, al igual que la mayoría de las señales. Esta herramienta es 

probablemente la más adecuada para tratar señales generales y heterogéneas. 

Pero tratamiento no se aprovecha de ciertas características de las imágenes 

concretas de cada especialidad. 

 

Hasta la actualidad se han desarrollado diversas técnicas para el tratamiento 

de imágenes digitales que resolvían o mejoraban deficiencias de sus 

predecesoras. La Transformada de Gabor o STFT (en inglés, Short Time 

Fourier Transform) añade el concepto de ventana de análisis. La Teoría de 

“Wavelets” mejorará este concepto hasta llegar al Análisis Multi-Resolución. 

Las “bandelets” intentarán mejorar los resultados conseguidos sobre imágenes 

de geometría escasa. 

 

En este proyecto nos centraremos en imágenes digitales de geometría escasa. 

Este tipo de imágenes presenta cambios repentinos en algunas zonas. Por 

tanto los diversos algoritmos existentes de Análisis Multi-resolución son más 

adecuados en este caso.  

 

La Transformada de Fourier  

 

La transformada de Fourier es una buena herramienta cuando la señal de 

estudio está compuesta de unos cuantos componentes estacionarios. Nos 

permite expresar una señal perteneciente al dominio del tiempo como la suma, 

que puede ser infinita, de senos y cosenos. Así, podemos conocer todos los 

componentes en frecuencia de la señal.  
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En el dominio de la frecuencia podemos observar fácilmente características de 

las señales que nos pueden llevar a una mejor clasificación y tratamiento de las 

mismas. 

 

Una aplicación típica en la que resulta muy útil sería filtrar la señal de estudio 

para extraer el contenido en una banda de frecuencias. 
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Ilustración 04. Representación de una sinusoide de 5 Hz en el dominio del 

tiempo y su Transformada de Fourier en el dominio de la frecuencia. 

 

 

A la hora de tratar imágenes naturales Fourier presenta varias deficiencias. A 

pesar de que nos da información sobre qué frecuencias están presentes en la 

señal, no nos informa de cuándo (o dónde, en el caso de una imagen) están 

presentes, es decir, no nos aporta resolución en el tiempo. Por esta razón, los 

cambios repentinos en el dominio del tiempo de la señal no podemos reflejarlos 

en el dominio de la frecuencia.  
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Ilustración 05. Señal estacionaria de componentes de 10, 50 y 100 Hz. 
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Ilustración 06. Señal no estacionaria de componentes 10, 50 y 100 Hz. 
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Para entenderlo mejor, supongamos que queremos conocer las componentes 

en el dominio de la frecuencia presentes en la señal en un determinado 

momento. Para extraer ese punto de la señal en el tiempo cortamos de  la 

forma más fina que podemos (utilizamos una delta de Dirac), y el resultado de 

este corte lo transformamos al dominio de la frecuencia...  Y nos damos cuenta 

de que algo hemos hecho mal. 

 

Si repetimos los pasos anteriores en el otro sentido, es decir, si queremos 

averiguar en que momentos está presente en la señal en el tiempo una 

determinada componente en frecuencia llegamos al mismo punto muerto. Con 

lo que podemos afirmar que es imposible conocer el momento exacto en el que 

está presenta una frecuencia exacta. En otras palabras, no podemos 

representar una señal en el espacio tiempo-frecuencia como un punto. 

 

Para entender de manera práctica lo que implica esta deficiencia podemos 

poner como ejemplo una canción. En ella se pueden encontrar voces de 

diferentes personas y sonidos de diferentes instrumentos. Para nosotros es 

fácil identificar y diferenciar una voz o un instrumento, y saber en qué 

momentos está presente. Sin embargo resulta mucho más complejo y costoso 

para un sistema automático. 

 

Además necesita muchos coeficientes para representar cambios bruscos de 

intensidad, como por ejemplo ocurre en un borde; no puede aprovecharse de la 

reguralidad de las estructuras dentro de una imagen, y no suele ser continua en 

toda la imagen. Por todo ello podemos buscar otras soluciones para mejorar los 

resultados al tratar una imagen, especialmente en el caso de una imagen de 

geometría escasa. 
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Evolución hasta la Teoría de “Bandelets” 

 

Para solventar este problema se han desarrollado en décadas pasadas 

diversas soluciones que tratan de representar una señal en el dominio del 

tiempo y simultáneamente en el dominio de la frecuencia. 

 

Si dividimos la señal a estudiar en distintas partes independientes entre sí y las 

analizamos por separado podemos resolver algunas de las deficiencias 

anteriores. La clave es cómo, cómo dividimos la señal. 

 

Un primer paso para mejorar el tratamiento de una imagen es utilizar la 

Transformada de Gabor o Short Time Fourier Transform (STFT). Se trata 

simplemente de aplicar una ventana de análisis de tamaño fijo que se desplaza 

sobre la señal a estudiar para determinar el espectro de cada parte. Debido a 

que la ventana de análisis es de tamaño fijo, no podemos adaptarla a las 

características de la señal en ciertas zonas de interés. 

 

De esta forma llegamos a la Teoría de ‘Wavelets’. Yves Meyer, reconocido 

como uno de los fundadores de esta teoría, ha contado hasta 16 

descubrimientos independientes del concepto de “wavelet”, desde que Alfred 

Haar introdujo las hoy conocidas como “wavelets de Haar” en 1909 hasta el 

primer artículo en que se utilizó la palabra “wavelet” de Morlet y Grossman en 

1984. El propio Meyer introdujo un nuevo tipo de “wavelets” que poseían la 

propiedad de la ortogonalidad, haciendo su uso tan simple como el de la 

Transformada de Fourier, ya que conseguía que la información capturada por 

cada “wavelet” es completamente independiente de la capturada por el resto.  

 

En 1986, Stéphane Mallat, alumno de Meyer, en colaboración con él mismo 

fundió esta teoría con el Análisis Multi-Resolución en imágenes. El resultado es 

que se hace posible procesar las imágenes mediante “wavelets” sin necesidad 

de conocer la fórmula de la “wavelet” madre, simplificando de forma 

significativa este procesamiento. 
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Finalmente Ingrid Daubechies consiguió implementar una nueva clase de 

“wavelets” mediante sencillos filtrados digitales. 

 

En resumen, consisten en una herramienta potente, rápida y flexible para 

procesar señales. 

 

En la actualidad se ha generalizado el empleo de la “Teoría de Wavelets” en el 

tratamiento de imágenes digitales en multitud de especialidades. Por ejemplo 

forman parte del estándar JPEG-2000, del método utilizado por el FBI 

estadounidense para comprimir su base de datos de huellas dactilares y son 

utilizadas en el cine, como por ejemplo en la película “Bichos” de 1998. 

 

Existen otras soluciones que tienen gran aceptación hoy en día que resultan 

ser variaciones de la idea original de la Teoría de “Wavelets”, como las 

basadas en “curvelets” y “contourlets”.  

 

Las “bandelets” son también una variación de las “wavelets”. En concreto un 

sistema de bases “bandelets” no es más que un sistema de bases “wavelets” al 

que se le ha aplicado una “bandelización”, como veremos más adelante. 

 

Esta “bandelización” transforma las funciones de escala de una dimensión del 

sistema de bases “wavelets” en “wavelets” de una dimensión, obteniendo de 

este modo los coeficientes buscados de “bandelets”. El objetivo de esta 

transformación es aprovechar de una manera más óptima la geometría típica 

de las imágenes de geometría escasa como las imágenes de iris o huellas 

digitales. 

 

Por ello primero presentaremos la “Teoría de Wavelets” y los resultados que se 

consiguen con ella, y más adelante trataremos las “bandelets”. 
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Ilustración 07. Personas relacionadas con las “wavelets” y las “bandelets”. 
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2. TEORÍA DE “WAVELETS” 

 

Como hemos visto en la introducción, la evolución tecnológica ha ido obligando 

a mejorar constantemente las técnicas para el tratamiento de señales. 

 

Primero el dominio del tiempo fue insuficiente, siendo necesario desarrollar 

técnicas para analizar los componentes en el dominio de la frecuencia de las 

señales. Más adelante fue necesario introducir el concepto de resolución 

tiempo-frecuencia para conocer qué componentes en el dominio de la 

frecuencia estaban presentes en cada momento, pero o se obtenía una buena 

resolución en el tiempo, o una buena resolución en la frecuencia. Y finalmente 

se ha llegado al concepto de Análisis Multi-Resolución.  

 

Recordemos que la Teoría de “wavelets” surge de la unión del Análisis Multi-

Resolución con los conceptos matemáticos de principios del siglo XX sobre un 

tipo especial de funciones. 

 

Para llevar a cabo la partición de la señal en un análisis con “wavelets”, se 

utilizan familias de funciones modulables y escalables. El resultado será un 

grupo de representaciones tiempo-frecuencia de la señal con diferentes 

resoluciones. 

 

La potencia de este método de Análisis Multi-Resolución está extendiendo la 

Teoría de “wavelets” desde el campo de las imágenes como en este proyecto, 

o técnicas de animación digital en el cine, pasando por la bioingeniería como su 

aplicación a electrocardiogramas o encefalogramas, hasta el mundo de las 

comunicaciones.  

 

Además esta Teoría presenta otra gran ventaja que nos encontraremos más 

adelante al intentar llevarla a la práctica: no es necesario utilizar funciones del 

tipo “wavelets” para realizar la Transformada “Wavelet”. 
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2.1. Análisis Multi-Resolución 

 

El concepto de Análisis Multi-Resolución (AMR) ha cobrado en la actualidad 

una gran importancia, y en los últimos años ha extendido la utilización de las 

funciones “wavelets” desde el más puro plano matemático hasta campos 

tecnológicos afines como el tratamiento de señales aplicados a señales de 

audio, vídeo e imágenes. 

 

Recordemos que la aplicación práctica de este concepto matemático de 

principios del siglo XX comenzó con los intentos de Jean Morlet de facilitar la 

búsqueda de petróleo a los geólogos [Nac04]. 

 

Pero los resultados obtenidos han sido tan positivos que su utilización sigue 

extendiéndose a campos a priori menos afines, como la detección de cortes en 

el suministro eléctrico [Dom05], en economía [Lah04], procesos industriales 

[Ind05], o como sistema de codificación de la base de datos de huellas 

dactilares del FBI americano. 

 

A continuación veremos a modo de introducción en el AMR los ejemplos del 

análisis de señales unidimensionales (como el audio) y de señales más 

complejas (de dos dimensiones como las imágenes y el video). 

 

2.1.1. El bosque y las hojas de los árboles 

 

En la actualidad la utilización de estas técnicas Multi-Resolución, como las 

“wavelets”, es un campo muy puntero del diseño gráfico y la animación digital. 

A continuación veremos el significativo avance que aporta al procesamiento de 

señales. 

 

El 25 de noviembre de 1998, Walt Disney Pictures y Pixar Animation Studios 

presentaron un largometraje de animación informática llamado “Bichos”. Las 
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técnicas de modelado matemático utilizado en el desarrollo de personajes, sus 

texturas, expresiones y movimientos, fue por primera vez en el campo de la 

animación informática la Teoría de “Wavelets”. 

 

Para entender gráficamente el avance que implica el AMR pongamos el 

ejemplo de cómo percibimos un bosque en la vida real y cómo lo percibimos 

mediante imágenes digitales, por ejemplo procedentes de fotografías. 

Hablaremos de perspectivas de una imagen, que en realidad son las escalas 

de resolución empleadas. 

 

Desde la perspectiva de una montaña alejada percibiremos el bosque en la 

vida real prácticamente como una extensión verde, veremos el bosque en 

general distinguiendo su extensión, su forma, y el tipo de vegetación que lo 

forma. 

 

Según caminamos acercándonos al bosque iremos cambiando nuestra escala 

de resolución, nuestra perspectiva, y por tanto la información que obtenemos. 

Percibiremos los detalles en general de un número determinado de árboles, 

pero perdemos la información en general del bosque, como la extensión o su 

forma en genera. 

 

Si queremos obtener más detalles de un árbol en concreto seguiremos 

acercándonos, perdiendo información de sus vecinos, pero observando detalles 

de ese árbol que antes no éramos capaces de percibir como nidos entre sus 

ramas. 

 

Así podríamos continuar observando las hojas de una rama del árbol, una hoja 

en concreto, su vaina, sus estructuras, hasta el nivel que deseemos. 

 

En el campo de las señales podemos obtener la misma información que en la 

vida real, pero necesitamos imágenes diferentes. En la actualidad no podemos 

apreciar los detalles de una hoja en concreto a partir de la imagen tomada en la 

montaña en la que comenzamos nuestro viaje. 
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El AMR aporta interactividad a la imagen. Se podría mostrar información 

diferente según cambiamos de escala, permitiendo apreciar los detalles de las 

ramas y hojas de los árboles conservando la información del bosque en 

general. Toda esta información estaría contenida dentro de la misma imagen, 

imagen que además podría ser almacenada en un espacio menor. 

 

En resumen, hasta ahora para obtener información detallada sin perder los 

datos globales eran necesarias imágenes diferentes, ya que un zoom implicaba 

simplemente ver una zona más difuminada. El AMR permite que una única 

imagen, almacenada en un espacio menor, nos brinde información global e 

información detallada según la escala con la que la observemos. 

 

2.1.2. La orquesta y los músicos 

 

Para comprender la potencia y la importancia que tiene en la actualidad el 

Análisis Multi-Resolución, nos podemos fijar en otro ejemplo como es la edición 

de audio. 

 

Supongamos que tenemos una grabación de una pieza musical interpretada 

por una orquesta con varios tipos de instrumentos, y varios músicos tocando 

todos a la vez cada tipo de instrumentos. 

 

Para un oído humano suficientemente atento y entrenado, es relativamente 

fácil distinguir la voz de los instrumentos, los tipos de instrumentos presentes 

en cada momento, e incluso a un músico  entre varios con el mismo 

instrumento. 

 

Para editarla mediante ordenador podemos realizar cambios en toda la 

grabación o en un momento concreto. Si quisiésemos por ejemplo subir el 

volumen a toda la grabación, es decir a todos los músicos, sería algo fácil y 

factible con los algoritmos anteriores al AMR. 
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Sin embargo, si quisiésemos subir únicamente los graves de un tipo de 

instrumentos en concreto, o por ejemplo la voz de un intérprete, manteniendo el 

resto de los elementos igual, sería algo más complicado y en ocasiones 

imposible. Podríamos pensar que la voz es la porción de la señal desde 0 

Hercios hasta por ejemplo 4 KiloHercios, y por tanto editar esa parte de la 

señal. Pero este método en la mayoría de las ocasiones es erróneo, ya que 

habrá uno o varios tipos de instrumentos compartan ese espectro en parte o en 

su totalidad, y por lo tanto el resultado de alterar esa parte de la señal no será 

el deseado. 

 

Y pensemos por ejemplo en editar el sonido producido por un único músico, por 

ejemplo, un flautista coreado por el resto de flautas, y arropada por el resto de 

la orquesta. 

 

Al igual que en el ejemplo anterior, tenemos que elegir entre procesar varias 

señales (cada tipo de instrumento o cada instrumento por separado) o procesar 

una y utilizarla desde varias resoluciones o perspectivas. 

 

2.2. Introducción a la Teoría de “Wavelets” 

 

Entendemos como Teoría de “Wavelets” como el conjunto formado por las 

familias de funciones denominadas “wavelets”, la Transformada Continua de 

“Wavelets” y la Transformada Discreta de “Wavelets”. También se habla de la 

Transformada Semidiscreta “Wavelet” al aplicar funciones “wavelets” discretas 

sobre señales continuas. 

 

El objetivo de presentar la Teoría de “Wavelets” en este proyecto es sentar la 

base para comprender mejor las funciones “bandelets”. Y dado que  su 

aplicación principal será sobre imágenes, que son señales discretas, nos 

centraremos en la Transformada Discreta de “Wavelets”. 
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Antes de continuar debemos realizar una aclaración sobre la notación. El 

término frecuencia  está reservado a la Teoría de Fourier. En la Teoría de 

“Wavelets” nos referimos a escala . Así en adelante nos referiremos al dominio 

del tiempo y al dominio de la escala. 

 

2.2.1. Funciones “Wavelets” 

 

Las “wavelets” son familias de funciones que se emplean como funciones de 

análisis, examinando la señal de interés para obtener sus características de 

espacio, tamaño y dirección. 

 

Las familias son generadas por una función madre, h(x) . Según una variable de 

escala a diferente de cero se realizan diltaciones y contracciones en el tiempo, 

y según una variable de traslación b desplazamos la señal también en el 

tiempo. Ambas deben ser reales. 
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Expresión 2. 01.  

 

La elección de la familia de funciones a utilizar en cada caso se realiza según 

la aplicación, ya que cada familia presenta diferentes propiedades. Existen 

varias propiedades importantes [She96], pero únicamente resaltaremos la 

condición de admisibilidad, la condición de regularidad y los momentos de 

desvanecimiento. 

 

Podemos expresar la condición de admisibilidad como 
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Expresión 2. 02.  
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y nos indica que podemos analizar la señal, y luego reconstruirla, sin pérdida 

de información. Esta condición implica que la transformada de Fourier de � (t) 

no tiene componente continua, es decir: 
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Expresión 2. 03.  

 

El cumplimiento de esta condición nos lleva a afirmar que las “wavelets” 

poseen un espectro del tipo paso-banda. Además, el cumplimiento de la 

condición anterior implica también que el valor medio en el dominio del tiempo 

de una “wavelet” debe ser 0, es decir 

 

� =Y 0)( dtt  

Expresión 2. 04.  

 

Por tanto, la “wavelet” debe ser oscilatoria en el dominio del tiempo, es decir, 

ser una onda (“wave” en inglés). 

 

Como veremos más adelante, la Transformada “Wavelet” Continua de una 

función de una dimensión es una función de dos dimensiones; la de una 

función de dos dimensiones (como una imagen) es una función de cuatro 

dimensiones.  

 

Por tanto en la mayoría de las aplicaciones es necesario imponer nuevas 

condiciones de regularidad para que la “wavelet” decrezca rápidamente con la 

escala. Para ello es necesario introducir el concepto de momentos de 

desvanecimiento [Dau92]. 

 

Cada momento de desvanecimiento nos indica la habilidad para suprimir un 

polinomio de un orden dado. Se dice que la familia tiene un momento de 

desvanecimiento de orden i si se cumple : 
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Expresión 2. 05.  

 

El orden de una “wavelet” viene dado por el número de momentos de 

desvanecimientos que tiene. Si una “wavelet” cumple la condición de 

admisibilidad implica también que posee un momento de desvanecimiento de 

orden 0.  

 

En general no es necesario que sea exactamente cero, según las aplicaciones 

podremos definir momentos suficientemente bajos. Algunos estudios [Cal96] 

indican que el número de momentos de desvanecimiento necesarios depende 

fuertemente de la aplicación. 

 

Otras propiedades a tener en cuenta de cada familia de “wavelets” son su 

soporte compacto, es decir, dónde tiene una duración finita, o la simetría que 

permiten la utilización de filtros de fase lineal.  

 

Finalmente no debemos olvidar la ortogonalidad, ya que entre otras ventajas 

nos garantiza análisis estables. 

 

En resumen, una señal analizada mediante una familia de funciones “wavelets” 

nos informará de las características de la señal a analizar en varias escalas y 

en varias zonas espaciales (o temporales). Es decir, troceamos la señal a 

estudiar tanto en el espacio (o en el tiempo) como en la frecuencia (es decir, en 

la escala), o lo que es lo mismo, el resultado es un AMR. 

 

La función de escala 

 

Como veremos en un apartado posterior, el sistema que debemos implementar 

se parece bastante a un banco de filtros paso-banda unido a un filtro paso-bajo. 

En este apartado solventaremos el problema que nos planteará el filtro paso-

bajo. 
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Al igual que ocurre en la Teoría de Fourier, la Transformada “Wavelet” de una 

función es un sumatorio de infinitos términos, formados por una función 

“wavelet” y un coeficiente. Y sabemos que en todo sistema real necesitamos 

utilizar un conjunto finito de coeficientes y funciones, y por tanto, un sumatorio 

finito de términos. 

 

Para ello debemos introducir la función de escala  [Mal89], cuyo espectro es 

del tipo paso-bajo. Podemos considerarla como el sumatorio de los términos 

que sustituyen a las infinitas wavelets que no hemos utilizado al realizar una 

Transformada “Wavelet” en un sistema real (finito): 

 

� Y=
kj

kj tkjt
,

, )(),()( gj  

Expresión 2. 06.  

 

Debemos establecer una nueva condición de admisibilidad para esta nueva 

función de escala similar a la que establecimos anteriormente (2.02), que nos 

confirme que el momento de orden 0 no sea un momento de desvanecimiento: 

 

� =1)( dttj  

Expresión 2. 07.  

 

Esta función como hemos mencionado nos permite reducir el número de 

funciones “wavelets” necesarias de infinito a un número finito. Esta reducción 

implica por supuesto una pérdida irreversible de información, aunque es aún 

posible la recuperación de la señal original. 

 

Por tanto debemos tener muy en cuenta el ancho de banda de nuestra función 

de escala a la hora de realizar el diseño de nuestra aplicación. Un ancho de 

banda corto implica manejar más coeficientes “wavelets” y una mayor 

información en el dominio de la escala. Las limitaciones prácticas de nuestras 

aplicaciones nos indicarán el mayor número de escalas que podremos manejar. 
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2.2.2. Transformada Continua “Wavelet” 

 

Hemos visto hasta ahora que realizar un análisis de una señal utilizando la 

Teoría de “Wavelets” significa trocear la señal de estudio y obtener los 

coeficientes en un sistema de bases “wavelets” para cada parte por separado. 

 

Formalmente podemos expresar la Transformada Continua “Wavelet” (CWT, 

Continuous Wavelet Transform ) siguiendo a Valens [Val04] : 

 

dtttfs s )()(),( *
,� Y= ttg  

Expresión 2. 08.  

 

donde � s,� (t) representa a una familia de “wavelets” como hemos visto en 

(2.01). Cada función � s,� (t) está relacionada con un coeficiente � (s,� ) que nos 

indica la correlación entre la “wavelet” y la señal de estudio. 

 

Para completar el análisis debemos desplazar la “wavelet” a lo largo del eje 

temporal (o espacial en caso de imágenes) hasta cubrir completamente la 

señal de estudio. Una vez cubierta debemos escalar en el tiempo la “wavelet”, 

con lo que cambiamos de escala, y repetir estos pasos hasta que lleguemos a 

la escala que queramos. 

 

Por supuesto, debemos indicar que el proceso es totalmente reversible sin 

pérdida de información, mediante la Transformada Inversa Continua “Wavelet” 

(ICWT, Inverse Continuous Wavelet Transform ), expresada como  

 

�� Y= dsdtstf s ttg t )(),()( ,  

Expresión 2. 09.  
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A pesar de lo apuntado anteriormente, la CWT no resulta una transformación 

ortogonal, ya que se calcula desplazando una función continuamente 

escalable, con lo que no crea una base de “wavelets” ortogonal. Se dice que es 

una transformación cuasi-ortogonal [She96]. 

 

Como resultado obtenemos una representación en el dominio tiempo-escala 

altamente redundante, ya que hemos analizado la misma ventana en el tiempo 

infinitas veces, pero a diferentes escalas; y también hemos analizado en la 

misma escala la señal en todos los momentos temporales. 

 

2.2.3. Transformada Discreta “Wavelet” 

 

La CWT que acabamos de presentar aún debe solventar tres problemas 

prácticos para que pueda ser llevada a la práctica: 

 

La enorme redundancia, ya que como hemos mencionado no genera un 

sistema de bases ortogonal, y por tanto los coeficientes asociados a este 

sistema de bases “wavelets” resultarán altamente redundantes. 

Se precisa un número infinito de “wavelets” para realizar la transformación. 

Para la mayoría de funciones la CWT no tiene una solución analítica y 

únicamente puede ser calculada mediante métodos numéricos, resultando un 

algoritmo nada rápido. 

 

2.2.3.a Reducción de la redundancia 

 

Lo primero que tenemos que tener en mente es que la redundancia no siempre 

es perjudicial. En algunas aplicaciones puede ayudar a reducir el impacto del 

ruido o indicarnos si en el camino se ha producido algún error. Sin embargo, en 

la mayoría de aplicaciones es necesario reducir al mínimo la redundancia por 

motivos de tiempo de procesado o espacio para almacenar la información. 

 

Sabemos que la CWT mapea una señal unidimensional a una representación 

bidimensional de la unión tiempo-escala, que es altamente redundante. El 
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producto tiempo-ancho de banda de la CWT es el cuadrado de la señal y para 

la mayoría de las aplicaciones esto no es eficiente. Por tanto debemos 

introducir “wavelets discretas ”. 

 

Al contrario que las anteriores, estas “wavelets discretas” no son 

continuamente desplazables y trasladables: sólo pueden escalarse y 

trasladarse en pasos discretos. Sustituyendo [Dau92] 

 

s -> s0
j 

�  -> k� 0 

 

� s,� (t) -> � j,k(t) 

Expresión 2. 10.  

 

Podemos expresarlo como 
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Expresión 2. 11.  

 

Las funciones definidas de esta manera resultan normalmente continuas a 

trozos. Al utilizar estas “wavelets discretas” conseguimos un espacio tiempo-

escala muestreado en intervalos discretos, y la señal de salida resultante será 

una serie de coeficientes “wavelets”, a lo que se denomina descomposición en 

series “wavelet”. 

 

Es importante resaltar que las “wavelets” discretas no son funciones discretas 

en el tiempo, sino que sólo los pasos en la traslación y dilatación son discretos. 

 

Los valores normalmente escogidos para los parámetros anteriores son s0 = 2 

para que el muestreo en frecuencias corresponda a un muestreo diádico, y � 0 = 

1 para que el muestreo en el tiempo sea también un muestreo diádico. Con 
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ambos valores simultáneamente conseguimos una rejilla diádica del tiempo-

escala, como vemos en la siguiente figura. 

 

 

Ilustración 01. Localización de las “wavelets” discretas en el espacio 

tiempo-escala en una rejilla diádica. 

 

Esta discretización nos puede llevar a nuestro objetivo: un sistema de bases 

“wavelets” ortonormal. Para encontrar familias de “wavelets discretas” cuyas 

dilataciones y traslaciones sean ortogonales entre sí debemos fijarnos en la 

función madre, que ha de cumplir [Val04] : 
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Expresión 2. 12.  

 

Y como vemos en [She96] una señal cualquiera puede ser reconstruida por la 

suma de las funciones de un sistema de bases ortogonales “wavelets”, 

ponderadas por los coeficientes de la Transformada : 
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Expresión 2. 13.  
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La expresión anterior nos muestra la Transformada “Wavelet” Inversa, que 

veremos más adelante. 

 

La utilización de “wavelets discretas” presenta un inconveniente: la 

Transformada “Wavelet” ya no es invariante en el tiempo, es decir, que la 

Transformada de una señal y la de una versión de la misma señal desplazada 

en el tiempo no son simples versiones desplazadas la una de la otra. 

 

Por supuesto, debemos fijarnos en la reconstrucción de la señal original a partir 

de la serie de coeficientes “wavelets”. Ha sido probado [Dau92] que la 

condición necesaria y suficiente para conseguir una reconstrucción estable es 

que la energía de los coeficientes de las “wavelets” debe estar acotada entre 

dos límites finitos positivos, como vemos: 
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Expresión 2. 14.  

 

Una familia de bases “wavelets” que satisfacen la condición anterior se 

denomina un frame  (marco) de límites A y B. 

 

Si A=B entonces el frame se denomina justo  y el conjunto de “wavelets 

discreto” se comporta exactamente como un conjunto de bases ortonormal. 

 

Si A� B aún es posible la reconstrucción, pero es necesario un frame dual . 

 

 

2.2.3.b Reducción del número de “wavelets” necesari o 

 

Al introducir “wavelets discretas” eliminamos la redundancia, pero no hemos 

solventado aún el problema respecto al número infinito de funciones 

trasladadas y dilatadas que necesitamos.  
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Recordemos que realizar una Transformada con menos “wavelets” debemos 

asegurarnos que el resultado sea fiel y reconstruible. 

 

Para reducir el número infinito de traslaciones necesarias podemos limitarnos a 

la duración de la señal de estudio. Por tanto, ya hemos conseguido un límite de 

traslaciones necesarias. 

 

Ya hemos explicado que las “wavelets” tienen un espectro del tipo paso-banda. 

Y recordando lo que conocemos de la Teoría de Fourier, una compresión en el 

tiempo equivale en frecuencia a ensanchar el espectro y desplazarlo hacia 

frecuencias más altas. 
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Expresión 2. 15.  

 

Es decir, una compresión de una “wavelet” en el tiempo por un factor 2, 

ensanchará el espectro por un factor 2 y desplazará los componentes de 

frecuencia hacia frecuencias más altas también por un factor 2. 

 

Utilizando lo anterior, podemos recubrir el espectro de una señal con versiones 

desplazadas en el tiempo de una “wavelet”, como vemos en la siguiente figura: 

 

 

Ilustración 02. Espectro resultante de escalar en el dominio del tiempo la 

función wavelet madre. 

 

Por tanto, hemos hallado un límite al número de “wavelets” necesarios para 

cubrir las dilataciones en el tiempo... salvando las frecuencias cercanas a cero. 
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Vemos que será necesario introducir un filtro paso-bajo para cubrir estas 

frecuencias, de lo que hablaremos en el siguiente apartado. 

 

Pero los dos límites que hemos hallado dependen de la señal. Para que sean 

límites factibles no infinitos, la señal de estudio debe tener energía finita, es 

decir: 
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Expresión 2. 16.  

 

En general esto no supone un problema, ya que las señales naturales suelen 

cumplir esta condición. De hecho, cualquier sistema real trabaja con un ancho 

de banda finito. 

 

2.2.3.c Implementación de un algoritmo rápido 

 

Llegados a este punto nos encontramos con que la Teoría de “Wavelets” puede 

ser llevada a la práctica, ya que podemos trabajar con un conjunto finito de 

datos de entrada y realizar un número finito de pasos para lograr transformar la 

señal. 

 

Únicamente nos queda encontrar un algoritmo viable que implemente esta 

Teoría. Repasando el apartado anterior, parece inmediato intentar 

implementarlo mediante un banco de filtros. 

 

Cada etapa del banco de filtros estaría compuesta por un filtro paso-bajo y otro 

paso-banda. 

 

Si consideramos la Transformada “Wavelet” Discreta como un banco de filtros 

formado por filtros paso-banda unidos a filtros paso-bajo, con la señal a 

transformar como la entrada a este sistema, entonces las salidas de cada 
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etapa del banco de filtros serán los coeficientes pertenecientes a las wavelets y 

a la función de escala. 

 

Podemos diseñar esta codificación de varias formas. 

 

Una podría ser diseñar cada filtro por separado que separe el espectro en 

bandas, siendo posible elegir como más nos convenga los anchos de banda de 

cada etapa del banco de filtros, mientras se cubra todo el espectro de la señal. 

 

Otra forma sería partir el espectro de la señal de origen en dos mitades iguales, 

una parte paso-alto (en realidad, el espectro es paso-banda) y otra paso-bajo. 

La parte paso-alto contendría los detalles más pequeños en los que estamos 

interesados. La parte paso-bajo aún contiene detalles que queremos analizar, y 

por tanto debemos partir su espectro de nuevo, hasta conseguir el número de 

bandas que queramos. Este sistema sería un banco de filtros iterativo, con la 

ventaja de que sólo necesitamos diseñar dos filtros, pero siempre obtenemos 

las mismas bandas del espectro. 
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Ilustración 03. División del espectro de la señal mediante un banco 

iterativo de filtros. 

 

Para la reconstrucción es posible utilizar también dos filtros de forma iterativa, y 

podemos comprobar en [Val04] que son los inversos a los anteriores, g(k) es el 

filtro paso alto que equivale a las funciones “wavelets” empleadas en el 

algoritmo y h(k) es el filtro paso bajo que equivale a las funciones de escala. 

Estos filtros deben cumplir ciertas propiedades [Dom05] y se les denominan 

filtros de caudratura en espejo. 

 

Por tanto, podemos implementar la Transformada Discreta “Wavelet” con este 

algoritmo rápido, diseñando el banco de filtros de forma que cumplan las 

condiciones que hemos impuesto [Mal89]. Y lo más sorprendente de esta 

implementación es que ... no es necesario en absoluto utilizar funciones 

“wavelets” para realizar la Transformada Discreta “Wavelet” o su Inversa !!!, ya 

que son sustituidas por filtros. 
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2.3. Implementación de la Transformada Discreta “Wa velet” 

 

Hasta ahora no hemos hablado sobre la Transformada Discreta “Wavelet”. 

Hemos visto en el apartado anterior que debemos discretizar los pasos de 

traslación y escala. Pero estas “wavelets” discretas siguen siendo continuas en 

el tiempo. 

 

Valens [Val04] nos guía de forma muy clara hasta el resultado que 

perseguimos: es posible expresar los coeficientes de una escala en función de 

los de otra escala.  Además ya hemos visto al hablar de la función de escala 

que los coeficientes que pertenecen a la función de escala provienen de un 

filtro paso bajo y también hemos visto que podemos realizar iterativamente este 

filtrado. 
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Expresión 2. 17.  

 

Ya conocemos de la Teoría de Tratamiento de señales que las sumas discretas 

anteriores de unos coeficientes ponderados equivalen a un filtrado digital. Ya 

que los coeficientes � j(k) sabemos que provienen de un la parte paso bajo de la 

señal que dividimos, los factores h(k) deben implementar un filtro paso bajo. 

Análogamente los coeficientes � j (k) pertenecen a la parte paso alto de la señal 

dividida, los coeficientes g(k) deben implementar un filtro paso alto. 

 

Cada iteración divide por dos el número de coeficientes a la salida. Por tanto no 

podremos seguir cuando a la entrada tengamos un único coeficiente. Lo normal 

es que las iteraciones se detengan cuando el número de muestras disponible 

es menor que el número de coeficientes del filtro que tenga el mayor número 

de coeficientes, sea el paso alto asociado a los coeficientes “wavelets”, sea el 

paso bajo asociado a los coeficientes de escala. Esto determina el ancho de 

banda de la función de escala. 
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Por tanto, las ecuaciones anteriores (2.16) definen una etapa del filtro digital 

iterativo que debemos construir para implementar la Transformada Discreta 

“Wavelet”. Esta forma de implementarla tiene además la ventaja de que la 

cantidad de datos a su salida es la misma que a su entrada [Val04]. 

 

 

Ilustración 04. Implementación de las ecuaciones (2.16) como una etapa 

de un banco iterativo de filtros. 

 

En este punto, lo único que nos queda para implementar este sistema es definir 

los coeficientes h(k) y g(k). Según la forma en que los definamos obtendremos 

diferentes propiedades. Cada familia de funciones “wavelet” tendrá asociados 

unos coeficientes en estos filtros que realizan esta transformada. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Desarrollo de un Módulo genérico para la aplicación de “Bandelets” al tratamiento de imágenes 

CAPÍTULO 2 – Teoría de “Wavelets”  41 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Desarrollo de un Módulo genérico para la aplicación de “Bandelets” al tratamiento de imágenes 

CAPÍTULO 3 – Teoría de “Bandelets”  42 

 

 

 

 

Capítulo 3 

 

Teoría de “Bandelets” 
 

 

 
 

3. TEORÍA DE “BANDELETS” ...................................................................... 44 

3.1. Conceptos Matemáticos previos ........................................................ 45 

3.2. Teoría de Bandelets........................................................................... 47 

3.2.1. Estimación de la dirección de máxima variación......................... 47 

3.2.2. Deformación del espacio ............................................................ 48 

3.2.3. Relación entre el flujo y la curva ................................................. 53 

3.2.4. Optimización del flujo geométrico ............................................... 54 

3.2.5. Segmentación y dominios........................................................... 54 

3.2.6. Frame de bandelets .................................................................... 55 

3.2.7. La técnica de la bandelización .................................................... 56 

3.3. Implementación práctica .................................................................... 57 

3.3.1. Definir el flujo geométrico y segmentar la imagen ...................... 58 

3.3.2. Deformación del espacio a lo largo del flujo geométrico............. 59 

3.3.3. Sistema de bases de “wavelets” y sistema de bases de “wavelets“ 

deformadas ............................................................................................... 59 

3.3.4. Bandelización.............................................................................. 60 

3.3.5. Sistema de bases de “bandelets”................................................ 61 

3.3.6. Segmentación de la imagen........................................................ 61 

3.4. Transformada Discreta “Bandelet” Rápida......................................... 63 



Desarrollo de un Módulo genérico para la aplicación de “Bandelets” al tratamiento de imágenes 

CAPÍTULO 3 – Teoría de “Bandelets”  43 

3.4.1. Remuestreo a lo largo de las líneas de flujo ............................... 63 

3.4.2. Transformada “Wavelet” sobre el espacio deformado ................ 66 

3.4.3. Bandelización.............................................................................. 66 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Desarrollo de un Módulo genérico para la aplicación de “Bandelets” al tratamiento de imágenes 

CAPÍTULO 3 – Teoría de “Bandelets”  44 

 

3. TEORÍA DE “BANDELETS” 

 

La Teoría de “Bandelets” nos proporciona un cuadro teórico y práctico para la 

implementación de un algoritmo que nos permita realizar un tratamiento de 

imágenes previo para introducir mejores imágenes (con menos ruido y 

resaltando las partes que nos interesen) a un sistema automático de toma de 

decisiones, y por tanto tener mejores decisiones a su salida  

(con un menor número de fallos).  

 

Para empezar hemos de ser conscientes de que la mayor parte de las 

imágenes naturales nos son simples funciones de � 2([0,1])2: en general son 

composiciones geométricas. Podemos utilizar un modelo que defina a las 

composiciones geométricas de la forma u + v, siendo u la parte geométrica que 

contiene las estructuras geométricas, y v la parte que contiene la parte de los 

detalles y el ruido [Mey01]. 

 

Este modelo intuitivo nos sirve para hacernos una idea de que existe una parte 

de la imagen que contiene la mayor parte de la información que nos resulta útil, 

y que por tanto podemos procesarla de diferente forma de la parte que contiene 

los detalles y del ruido. 

 

Además podremos buscar formas de aprovechar mejor las características de 

las propias imágenes para mejorar su procesado. Recordemos que una fuente 

de regularidad o continuidad en una imagen es una fuente de redundancia, y 

por tanto aprovechable para mejorar el procesado de esa imagen en concreto. 

Por tanto podremos aplicar técnicas que produzcan resultados más óptimos 

según los tipos de imágenes que queramos procesar. 

 

Si recordamos el objetivo de este proyecto, queremos conseguir representar 

una imagen digital mediante una serie de coeficientes de manera que resulte 

una aproximación suficientemente aceptable. Las imágenes sobre las que 
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queremos realizar estas aproximaciones son de un tipo concreto: imágenes 

digitales de geometría escasa. 

 

Hemos visto que la Teoría de “Wavelets” son un punto de partida útil e 

interesante. Pero aprovechando las características de este tipo concreto de 

imágenes podemos optimizar el resultado utilizando la Teoría de “Bandelets”, o 

lo que es lo mismo, aplicando una “bandelización” al sistema de bases 

“wavelets”. 

 

A lo largo de este capítulo intentaremos presentar la base matemática que 

soporta esta Teoría de “Bandelets”, presentar un algoritmo que permita su 

implementación práctica, así como los resultados obtenidos y sus 

comparaciones con otras técnicas. 

 

3.1. Conceptos Matemáticos previos 

 

Para aproximar eficientemente una función construiremos un diccionario de 

funciones. Decimos que la familia de funciones D es un diccionario de 

funciones, D = {gm} mÎ Z, y con ella podemos formar la aproximación de la 

función f: 

 

{ }MmM

M

i Im
mmmiiM TgfmIsiendoggfgcf

M

>ÀÎ=== � �
= Î

,:,,
1

 

Expresión 3. 01.  

y siendo  

 
22 ,|||| �

Ï

=-
MIm

mM gfff  

Expresión 3. 02.  

 

el error de la aproximación, que debemos minimizar. En ocasiones podemos 

elegir el diccionario entre una familia de diccionarios según la función f. Vemos 
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por tanto que la aproximación y su error de aproximación dependen de la 

función f y del diccionario utilizado. 

 

Ya conocemos y hemos hablado sobre las características tan favorables para 

la representación de imágenes de las familias de funciones ortonormales. Y 

hemos hablado de las bases de “wavelets”, que resultan ser familias de bases 

óptimas para la representación de funciones unidimensionales continuas a 

intervalos. 

 

Hemos visto su compleja base matemática, ya que para funciones de dos 

dimensiones son tensorizaciones de las bases unidimensionales, y hemos visto 

que para llevar a cabo su implementación práctica no es necesario siquiera 

especificar explícitamente las bases. 

 

La implementación práctica de un sistema que calcule los coeficientes 

relacionados con las “wavelets”, al igual que veremos que ocurre con las 

“bandelets”, no necesita definir de forma práctica la familia de “wavelets” a 

utilizar. Simplemente es necesario implementar filtros, eso sí, parametrizados 

según la familia de “wavelets” que queramos emplear. 

 

La base teórica de las “bandelets” [LeP02] resulta bastante compleja. Podemos 

definir las “bandelets” como los elementos de un diccionario adaptado a la 

geometría de la imagen a procesar. Se construyen a partir de la deformación 

de una familia de bases de “wavelets” anisotrópicas explotando la continuidad 

del flujo a lo largo de su dirección de máxima variación mediante una 

rectificación que llamaremos bandelización . 

 

Por tanto, es necesario primero realizar una estimación de las características 

geométricas de cada imagen a procesar. Para ello se calcula el vector de flujo 

geométrico en toda la imagen. Este vector resultante lo utilizaremos para 

segmentar la imagen original en dominios con la misma orientación del vector 

de flujo geométrico. De esta forma obtendremos una familia de funciones 

“bandelets” asociadas a cada dominio, o lo que es lo mismo, un frame .  
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Existen multitud de algoritmos tanto para obtener una aproximación al vector de 

flujo geométrico de la imagen como para segmentar la imagen en función de 

este vector. Pero es posible realizar una implementación rápida y eficaz tanto 

para obtener este frame  a partir de la imagen original, como para obtener una 

imagen reconstruida a partir de este frame . 

 

3.2. Teoría de Bandelets 

3.2.1. Estimación de la dirección de máxima variaci ón 

 

Desde el punto de vista de la información visual de una imagen, sus 

características geométricas están descritas por los contornos que contiene, o lo 

que es lo mismo, por sus curvas. Para extraer por tanto las características 

geométricas de la imagen nos fijaremos en la dirección tangente a una curva 

de la imagen, es decir, en  la dirección perpendicular al flujo geométrico. 

 

Consideremos la curva parametrizada C de la forma : 

 

[ ] [ ]}1,0:,1,0:,)),(),(()({ 2121 aa ÂÂÂÎ== ccsscscscC  

Expresión 3. 03.  

 

Además de la propia información de la posición, podemos obtener una 

información de dirección gracias a su tangente. Por tanto podemos definir un 

flujo a lo largo del contorno  definido por la curva C, como el vector unitario 

que sigue la dirección de máxima variación a lo largo del contorno, y podemos 

expresarlo como : 
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Expresión 3. 04.  
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Este vector es considerado una mejor forma de caracterizar una estructura 

geométrica, ya que además de la información de la posición añade el concepto 

de dirección de máxima variación. 

 

Para estimar esta dirección en funciones f continuas podemos simplemente 

considerarla como la dirección perpendicular al gradiente, 
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Expresión 3. 05.  

 

Pero esta forma de estimar la dirección no es aplicable a funciones f que no 

sean derivables, ya que el gradiente en esos puntos no está definido. Esto 

ocurre en las discontinuidades y al introducir ruido, aditivo o de pixelización,. En 

estos casos se utilizarán otras técnicas como la convolución de la función f con 

otra función continua g, de tal forma que el resultado de esta convolución (Ä ) 

sí es continuo, y por tanto, sí podemos calcular el gradiente sobre este 

resultado: 
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Expresión 3. 06.  

 

Esta función g influye en el procesamiento de la imagen. Un soporte ancho 

facilita la eliminación del ruido, mientras que un soporte estrecho consigue 

mayor precisión [LeP02]. 

 

3.2.2. Deformación del espacio 

 

Las funciones “bandelets” son obtenidas a partir de una deformación local w del 

espacio que pretende alinear la dirección de variación con una dirección fija y 

para reducirse a una base separable. Esta deformación es reversible, siendo la 
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deformación w-1 la que obtiene la imagen a partir de la base separable 

anteriormente calculada. 

 

Para que esta deformación w cumpla nuestros propósitos debe estar definida 

de tal forma que la acción de su gradiente, gradiente de w , sobre la dirección 

del vector de flujo � (x) en un punto x dada una dirección constante � 0. 

 

0))()(( tt =Ñ xw  

Expresión 3. 07.  

 

No existe una deformación definida de este modo para todos los vectores de 

flujo t  en general. Podemos utilizar dos transformaciones naturales, una 

transformación que vuelve vertical la dirección ortogonal, y una transformación 

que vuelve conserva el valor de cada vertical. La primera transformación 

supone que el flujo es constante a lo largo de la dirección ortogonal. Es más 

fácil de entender si nos fijamos en las siguientes figuras: 
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Ilustración 01.  (a) una curva C y sus rectas ortogonales; (b) la curva 

transformada w(C) según las rectas ortogonales; (c) la curva C y sus 

rectas en dirección vertical; (d) la curva transformada w(C) según las 

rectas verticales. 
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Ilustración 02. Deformaciones horizontales y deformaciones verticales: (a) 

una curva horizontal y su flujo geométrico; (b) la curva rectificada y su 

flujo estrictamente horizontal; (c) una curva vertical y su flujo geométrico; 

(d) la curva rectificada y su flujo estrictamente vertical. 
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Ilustración 03. Deformación de imágenes: (a) una imagen cuyo flujo es 

horizontal; (b) resultado de aplicar a la anterior el operador W; (c) una 

imagen cuyo flujo es vertical; (d) resultado de aplicar a la anterior el 

operador W. 

 

Se utilizará en adelante la segunda transformación, que únicamente impone 

que el flujo sea constante dentro de la dirección vertical y que nunca las 

tangentes a la curva son verticales. Esta transformación además conserva la 

energía de la función. 

 

Pero debido a que las tangentes a las curvas no deben ser nunca verticales 

debemos segmentar la imagen, para en el caso en el que el segmento 

contenga la dirección vertical poder invertir la dirección de la transformación y 

utilizar la dirección horizontal. Además esta transformación impone que el flujo 

sea constante a lo largo de la dirección vertical, o en la dirección horizontal. 
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Utilizando esta transformación tenemos segmentos de flujos constantes a lo 

largo de la dirección vertical pero sin ser nunca totalmente vertical, es decir 

curvas cuyas tangentes nunca son verticales, y segmentos de flujos constantes 

a lo largo de la dirección horizontal pero sin ser nunca horizontal por completo, 

asociados a curvas cuyas tangentes nunca llegan a ser horizontales. 

 

3.2.3. Relación entre el flujo y la curva 

 

Si imponemos esta transformación, podemos expresar las curvas como: 

 

))}(,{( 11 xcxC =  

Expresión 3. 08.  

 

Y la transformada sería: 
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Expresión 3. 09.  

 

y el flujo asociado a estas curvas : 
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Expresión 3. 10.  

 

c(x1) nos relaciona la expresión de la curva con la del flujo, permitiéndonos 

conocer una a partir de la otra. Queda definida como: 
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Expresión 3. 11.  
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siendo x0 un punto arbitrario de referencia, y C una constante arbitraria para 

diferenciar a una curva dentro de su familia de curvas. 

 

En resumen, siendo w la transformación aplicada, nos impone segmentar la 

imagen en dominios, cada uno de los cuales tendrá asociado unas bases 

ortogonales del tipo “wavelets” o “bandelets”. Además debemos aplicar el 

operador de deformación  W : 
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Expresión 3. 12.  

 

Para el caso en el que el flujo sea constante a lo largo de la dirección horizontal 

y nunca sea horizontal sería análogo, siendo las curvas del tipo. 

 

)}),({( 22 xxcC =  

Expresión 3. 13.  

 

3.2.4. Optimización del flujo geométrico 

 

Lo que nos interesa es tener un flujo con variaciones regulares a lo largo de las 

líneas de flujo. Para ello una vez definido el flujo llevamos a cabo una 

optimización del mismo que nos será muy útil a la hora de reducir el ruido 

presente en la imagen. 

 

La forma de optimizar el flujo es aplicar un filtro [Mal03]. La elección de los 

parámetros del filtro utilizado depende de la aplicación que queramos realizar 

aplicando las “bandelets”, si queremos reducir el ruido presente o si queremos 

optimizar la compresión de la imagen. 

 

3.2.5. Segmentación y dominios 
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Hemos visto la necesidad de segmentar la imagen original, debido a la 

introducción de la transformación w que debemos aplicar. Esto equivale a 

definir la función original dentro de diferentes dominios. 

 

Estos dominios podrán ser de tres tipos: dominios horizontales, asociados a las 

zonas donde el flujo es constante a lo largo de la dirección horizontal, pero no 

es nunca horizontal; dominios verticales, asociados a las zonas donde el flujo 

es constante a lo largo de la dirección vertical, pero sin ser nunca vertical; y los 

dominios de fondo, asociados a las zonas donde no hay definido un flujo. 

 

Más adelante veremos los criterios para llevar a cabo esta segmentación. 

 

Las bases de “bandelets” asociadas a cada dominio no deben estar 

influenciadas por ningún otro dominio, y no deben así mismo salir del suyo 

propio. 

 

Una opción sería desechar las bases cuyo soporte no sea completamente igual 

al dominio al que pertenecen. Pero esta opción crearía un problema en los 

bordes, al sufrir un cambio brusco entre dominios. La solución utilizada se 

puede consultar en [Lep02]. 

 

3.2.6. Frame de bandelets 

 

Ya hemos definido un Frame de “bandelets” como la unión de varios dominios 

donde hemos aplicado un sistema de bases “bandelets” para obtener sus 

coeficientes. 

 

Para definir la forma en la que vamos a segmentar la imagen seguimos dos 

etapas: 

- Realizamos una estimación del flujo geométrico según el flujo en cada 

punto y su vecindario. 

- Aproximamos las zonas según los tipos de flujos que permitimos 

(horizontal, vertical y no definido). 
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Ilustración 04. Estimación del flujo: (a) Las tres curvas de la imagen a 

procesar. (b) Primera etapa: Se extiende el flujo hacia arriba y hacia 

abajo en los dominios horizontales y hacia la derecha y la izquierda en 

los verticales. (c) Segunda etapa: extensión de los dominios obtenidos 

en la anterior etapa. (d) El resultado después de cinco etapas. 

 

El número de dominios obtenidos siguiendo estos pasos suele ser elevado. Por 

eso en la práctica se seleccionan los dominios según la eficacia de las bases 

de “wavelets” que utilizaremos en ellos. 

 

3.2.7. La técnica de la bandelización 

 

La bandelización  consiste en la aplicación de una transformada reversible (W 

y W*) sobre las bases “wavelets” isotrópicas, que da como resultado bases 

unidimensionales anisotrópicas discretas. Se logra transformando las funciones 

de escala en funciones “wavelets” de una dimensión. De esta forma se 

consigue sacar ventaja de la continuidad del flujo geométrico en la imagen, o lo 
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que es lo mismo, de la continuidad de los coeficientes “wavelets” a lo largo de 

la dirección del flujo geométrico. 

 

Esta técnica se aplica a cada dominio por separado, sin traspasar los límites 

del segmento, ya que la condición que hemos impuesto de continuidad del flujo 

geométrico es únicamente válida en dentro de cada segmento. 

 

Además no introduce ningún efecto de bordes porque la bandelización  se 

aplica sobre los coeficientes “wavelets” ya procesados y no sobre la imagen en 

sí. 

 

El resultado que obtenemos al aplicar esta técnica sobre un sistema de bases 

biortogonales “wavelets” calculadas sobre un espacio deformado como hemos 

visto hasta ahora es un sistema de bases que llamaremos “bandelets”. 

 

3.3. Implementación práctica 

 

A continuación veremos cómo construir un sistema de bases de “bandelets” a 

partir de un sistema de bases de “wavelets” aplicados sobre la imagen 

deformada según el flujo geométrico, para conseguir aprovechar la continuidad 

de la imagen a lo largo del mismo. Debemos imponer alguna condición, como 

veremos, a este flujo geométrico para conseguir llegar a un sistema ortonormal 

de bases de “bandelets”. 

 

En este capítulo únicamente desarrollaremos las expresiones correspondientes 

al caso en que el flujo sea paralelamente vertical. Para la dirección horizontal 

las expresiones son análogas, y lo podemos encontrar detallado explícitamente 

en [Mal03]. 
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3.3.1. Definir el flujo geométrico y segmentar la i magen 

 

Dada una imagen �  definimos un vector de flujo geométrico ),( 21 xxt  en cada 

punto de la imagen. Su dirección nos indica la dirección en la que f tiene 

variaciones continuas en el vecindario del punto WÎ),( 21 xx . 

 

Si la intensidad de la imagen es uniformemente continua en el vecindario del 

punto no existe una dirección única de variación, es decir el vector de flujo no 

está definido de forma única. Por tanto es necesario imponer una condición 

global de continuidad para poder definir de forma inequívoca y única el vector 

de flujo. 

 

Ya hemos visto que debemos imponer que el flujo en cada subregión de la 

imagen � i sea paralelamente vertical, es decir )(),( 121 xxx tt = , o bien 

paralelamente horizontal, lo que implica que )(),( 221 xxx tt = . También 

permitimos que una región no tenga definido un flujo geométrico, ya que la 

intensidad de la imagen dentro de la misma es uniformemente continua, y el 

flujo geométrico carezca de sentido. 

 

El vector de flujo geométrico lo normalizaremos. En las zonas en las que es 

paralelo en la dirección vertical lo expresaremos como 

))(',1()(),( 1121 xcxxx ==tt . Y análogamente en las zonas en las que es paralelo 

en la dirección horizontal )1),('()(),( 2221 xcxxx ==tt . 

 

Pero, ¿cómo calculamos el flujo geométrico de una imagen?. ¿Cómo 

segmentamos la imagen? Existen diversas técnicas con sus ventajas y 

debilidades para ambos problemas. En [Mal03] y en [LeP02] nos encontramos 

las técnicas más óptimas para cada caso, y las razones por las que se han 

elegido. Estas son las soluciones que hemos presentado anteriormente en la 

presentación teórica de este capítulo. 
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3.3.2. Deformación del espacio a lo largo del flujo  
geométrico 

 

En las subregiones � i en las que no hay definido un flujo geométrico existe una 

continuidad isotrópica, es decir, en todas las direcciones, y por tanto 

aproximamos estas zonas mediante sistemas de bases “wavelets”.  

 

Sin embargo, en las subregiones en las que hay definido un flujo geométrico 

emplearemos las bases “bandelets”. Si la subregión � i tiene un flujo 

paralelamente vertical, definimos como línea de flujo  la curva cuyas tangentes 

son paralelas a )( 1xt  asociadas a la constante x2 traslaciones : 

 

�=
x

x

duucxc
min

)(')(  

Expresión 3. 14.  

 

A lo largo de las líneas de flujo definidas de esta manera los niveles de gris de 

la imagen tienen variaciones continuas. Para aprovechar la continuidad 

aplicamos una deformación del espacio según x2. 

 

( ) ( ){ }WÎ+=W=W

+=

)(,:,'

))(,(),(

12121

12121

xcxxxxW

xcxxfxxWf
 

Expresión 3. 15.  

 

3.3.3. Sistema de bases de “wavelets” y sistema de bases 
de “wavelets“ deformadas 

 

La imagen resultante es continua a lo largo de las líneas horizontales para x2 

constantes y x1 variables. Ahora definiremos un sistema de bases ortonormales 

“wavelets”. 
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Expresión 3. 16.  

 

Denotamos las funciones de escala como , )( 1. 1
xmjf y las funciones “wavelets” 

como )( 2, 2
xmjy .; j es la escala utilizada y m el desplazamiento, siempre 

números enteros. Es decir: 
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Expresión 3. 17.  

 

Hemos visto que el operador de deformación W que hemos aplicado a la 

imagen es un operador ortonormal, por lo que al aplicar su operador inverso a 

estas bases “wavelets” () da como resultado una base ortonormal de � �  (� ) . 

Esta base la llamaremos base de wavelets deformada : 
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Expresión 3. 18.  

 

3.3.4. Bandelización 

 

Aún podemos sacar más provecho de la geometría de la imagen. La familia 

ortogonal de funciones de escala { }
11

)( 1, mml xf Mallat no aprovecha la continuidad 

en las líneas de flujo, por los que podemos sustituirlas por otra familia 

equivalente de funciones ortogonales que aprovechen esta característica 

[Mallat]. La familia de funciones a sustituir es una base ortonormal de un 

espacio Multi-Resolución que también admite una base ortonormal de 

“wavelets” como { }
11 ,1, )(

mjlml x
>

y  En [Mallat] se sugiere utilizar reemplazar la 
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familia { }
2121 ,,2,1, )'()(

mmjmjmj xx yf  por la familia { }
2121 ,,,2,1, )'()(

mmjljmjml xx
>

yy que 

genera el mismo espacio. 

 

Este proceso lo hemos presentado como bandelización . Las funciones 

utilizadas )'()( 2,1, 21
xx mjml yy  se las conoce como “bandelets” debido a que su 

soporte es paralelo a las líneas de flujo y se ensancha más (2l>2j) en la 

dirección del flujo geométrico. 

 

3.3.5. Sistema de bases de “bandelets” 

 

Al introducir las funciones “bandelets” sobre la base de “wavelets” deformada 

nos lleva a una base ortonormal de “bandelets” en � �  (� ) : 

 

21
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12,1.12,1.

))(()(,

))(()(,))(()(
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Expresión 3. 19.  

 

Si la función ))(,( 121 xcxxf +  es una función � �   de x1 para todo x1 constante en 

la imagen �  se demuestra [LPM03] que los coeficientes asociados a las 

“bandelets” son menos que los asociados a las “wavelets” deformadas a 

escalas de mayor detalle. 

 

3.3.6. Segmentación de la imagen 

 

A la hora de computar el algoritmo completo no debemos perder de vista 

nuestro objetivo. Buscamos una aproximación de la imagen f mediante M 

parámetros, obteniendo una imagen aproximada Mf de forma que el error 

Mff -  sea mínimo. Los parámetros que utilizamos para formar la 

aproximación son los coeficientes asociados a las “bandelets” y los parámetros 

que nos definen la partición de la imagen y el tipo de flujo presente en cada 

región. 
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Por tanto debemos buscar un algoritmo de segmentación rápido y eficaz para 

hacer factible la implementación práctica de la Transformada “Bandelet”. El 

algoritmo elegido por [Mal03] cumple las condiciones, y además resulta muy 

apropiado para la reducción del ruido de la imagen. Este algoritmo propone una 

segmentación de la imagen en cuadrados diádicos de dimensiones variables, 

computado como un árbol. 

 

 

Ilustración 05. Segmentación de una imagen y su árbol. 

 

Esta segmentación se consigue observando el tipo de flujo que tiene asociado 

un cuadrado. Si no tiene un tipo suficientemente claro y definido se divide en 

cuatro nuevos cuadrados de la mitad de ancho y se continúa. 

 

Así por ejemplo, si la imagen tiene una longitud L, un cuadrado de longitud L2-j 

subdividido en otros cuatro se representa como un nodo del árbol a la 

profundidad j con cuatro hijos. Cada región sin hijos es una región donde 

debemos conocer si existe un flujo y si este flujo es paralelo en la dirección 

vertical o en la dirección horizontal. 
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3.4. Transformada Discreta “Bandelet” Rápida 

 

Para computar todos los procesos que hemos visto podemos agrupar esta 

Transformada en tres fases: 

 

Remuestreo a lo largo de las líneas de flujo en cada región � i de la 

segmentación de la imagen � . 

Transformada “Wavelet” sobre el espacio deformado que atraviesa los límites 

de cada región para evitar los efectos de bordes. 

Bandelización de los coeficientes “wavelets” obtenidos sobre el espacio 

deformado. 

 

Por supuesto esta Transformada tiene una inversa, para obtener la imagen 

aproximada partiendo de los coeficientes “bandelets” obtenidos. Se implementa 

mediante tres fases inversas a las anteriores: 

 

- Bandelización inversa sobre los coeficientes “bandelets” que recupera 

los coeficientes “wavelets” sobre el espacio deformado. 

- Transformada “Wavelet” inversa que nos da una imagen deformada. 

- Remuestreo inverso sobre las líneas de flujo en cada región � i que nos 

devuelve la imagen aproximada a la original, Mf . 

 

A continuación describiremos las tres fases y sus inversas. 

 

 

3.4.1. Remuestreo a lo largo de las líneas de flujo  

 

Una vez realizada la segmentación en regiones � i tenemos definido un vector 

de flujo en cada región. Pongamos como ejemplo una región donde el flujo sea 

paralelamente vertical, la expresión del vector de flujo en nuestra rejilla de 

muestreo será: 

 



Desarrollo de un Módulo genérico para la aplicación de “Bandelets” al tratamiento de imágenes 

CAPÍTULO 3 – Teoría de “Bandelets”  64 

[ ] [ ] [ ]( )1
'
1121 ,1, ncnnn ii ==tt  

Expresión 3. 20.  

 

donde [ ]1
'
1 nc  es una medida del desplazamiento relativo de los niveles de gris 

en la región � i a lo largo de la línea 1n  respecto a la línea 1n -1. Una línea de 

flujo discreta en la región � i es un conjunto de puntos de coordenadas 

[ ]( ) ii kckk WÎ+ 121,  para un 2k  entero constante y un 1k  entero variable, donde : 

 

[ ] [ ]�
=

=
k

ap
ii

i

pckc '  

Expresión 3. 21.  

 

siendo ( ){ }ini nna WÎ= 21,min
1

. Las coordenadas de las líneas de flujo son 

almacenadas en los datos almacenados de la rejilla de muestreo definido para 

( ) 2
21, ZÎkk  de la forma: 

 

[ ] [ ]( ) [ ]( )
	


� WÎ++

=
casoslosderestoelennulo
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kkG iii

i
121121

21

,,
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Expresión 3. 22.  

 

Si el flujo fuera paralelo horizontalmente sería de forma análoga : 

 

[ ] [ ] [ ]( )1,, 2
'
1221 ncnnn ii ==tt  

 

[ ] [ ]( ) [ ]( )
	


� WÎ++

=
casoslosderestoelennulo

kkcksikkck
kkG iii

i
221221

21

,,
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Expresión 3. 23.  

 

De esta forma hemos partido de la imagen original [ ]21,nnf  llegamos a una 

rejilla por cada región [ ]21,kkGi  y una imagen deformada a lo largo de estos 

puntos [ ]21,kkVi . 
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La forma de implementar esta deformación es aplicar un operador de traslación 

unidimensional, tT , siendo ]( 2/1,2/1-Ît  el desplazamiento, sobre una señal 

discreta [ ] Pnna ££1,  . Este operador puede expresarse como 

 

[ ] [ ] ( )�
=

-=
P

p
p npanaT

1

trt  

Expresión 3. 24.  

 

donde cada )(tpr  tiene su soporte comprendido entre [ ]2/1,2/1 +P  , siendo 

1)( =ppr  y enterounespnsinp ¹= ,0)(r . Este operador se implementa 

utilizando un procedimiento de filtrado recursivo que encontramos en [Blu01]. 

 

En el caso en el que el flujo sea verticalmente paralelo, para cada 1k  aplicamos 

un desplazamiento [ ] [ ] ]( 2/1,2/11221 -Î--= kcknk it  para cada columna de 

( ) ink WÎ21,  con lo que su resultado nos da [ ]21,kkGi . Para obtener la imagen 

[ ]21,kkVi  aplicamos operador de traslación [ ]1kTt  a cada columna [ ]21,nkf  en 

cada segmento. Si el flujo fuera horizontalmente paralelo, para cada 2k  

aplicamos un desplazamiento [ ] [ ] ]( 2/1,2/12112 -Î--= kcknk it  a cada fila 

( ) ikn WÎ21,  para obtener nuestra rejilla [ ]21,kkGi , y de la misma forma 

aplicando el operador [ ]21kTt  sobre cada fila de la imagen [ ]21,knf  en cada 

segmento i obtenemos la imagen deformada [ ]21,kkVi . 

 

El paso inverso, obtener los puntos y la imagen original a partir de las matrices 

[ ]21,kkGi  y [ ]21,kkVi  de cada segmento lo podemos lograr aplicando un 

operador de traslación inverso. Una forma cómoda sería tt -
- = TT 1  , con lo que 

únicamente debemos aplicar un desplazamiento en el sentido contrario al 

anterior. Pero en realidad no es más que una aproximación, y el error que 

cometemos depende de las funciones de interpolación )(tpr  que elijamos. 
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3.4.2. Transformada “Wavelet” sobre el espacio defo rmado 

 

A continuación aplicaremos una Transformada Rápida “Wavelet” sobre cada 

segmento de la imagen, y como ya hemos dicho, también la aplicaremos sobre 

puntos de otros segmentos en cada ocasión para evitar crear efectos de bordes 

entre los segmentos. En estos bordes las “wavelets” aún conservan sus 

propiedades. 

 

Ya hemos visto al hablar sobre las “wavelets” que la forma de implementar esta 

transformada es aplicando un banco iterativo de filtros paso bajo y paso alto 

junto con un diezmado. El resultado son los coeficientes “wavelets”, que son el 

producto interior de la función [ ]21,nnf  con el conjunto de bases siguiente: 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
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21

2121

,,2,1,

2,1,2,1,

,

,
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Expresión 3. 25.  

 

La transformada inversa la implementaremos mediante filtros duales de 

respuesta finita al impulso [Mal98]. 

 

3.4.3. Bandelización 

 

Hemos visto que la bandelización consiste en modificar la base de “wavelets” 

obtenidas sobre el espacio deformado transformando la función de escala de 

una dimensión en una función “wavelet” de una dimensión, porque las 

funciones de escala no pueden sacar ventajas de la continuidad de los 

coeficientes “wavelets”.  Por tanto sólo es aplicada a los coeficientes 

[ ] [ ] [ ]2,1,21 21
,, nnnnf mjmj yf . 
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4. COMPARACIONES 

 
Primero en este proyecto hemos realizado una introducción para entender los 

dos objetivos que perseguimos aplicando algoritmos a  señales: la compresión 

de la señal y la eliminación de ruido. 

 

La compresión de la señal, es decir, representar las señales mediante un 

conjunto finito de coeficientes cada vez más reducido sin perder información de 

la señal original, resulta cada día más importante. La cantidad de información 

que la sociedad demanda poder transmitir o almacenar crece a un ritmo mucho 

mayor que la capacidad de los canales de transmisión, y es previsible que en 

un futuro inmediato se mantenga esta tendencia.  

 

La eliminación de ruido consiste en recuperar de la forma más fielmente posible 

la señal original a partir de una señal ruidosa. Es fácil comprender la 

importancia de este punto, ya que de nada sirve aplicar un algoritmo a una 

señal para almacenarla o transmitirla, si al recuperarla no tenemos la  señal 

original. 

 

Es fácil comprender que existe un compromiso entre compresión y eliminación 

del ruido, como se ha presentado en la introducción. 

 

Para comprender mejor este compromiso podemos presentar un caso extremo. 

Si la señal de estudio fuera una señal sinusoidal, con únicamente tres  

coeficientes podemos representar sus infinitos puntos: su frecuencia, su 

amplitud y su desfase.  

 

Sin embargo, al almacenar estos coeficientes o transmitirlos a través de un 

canal ruidoso el lector/receptor puede entender mal alguno (pongamos que 

entiende 9 Hz en lugar de 4 Hz), y la señal que leerá/recibirá no se parecerá en 

nada a la original. 
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En este capítulo llega el momento de preguntarnos si los resultados obtenidos 

en compresión y en eliminación de ruido mediante la aplicación de la Teoría de 

“Bandelets” justifica su utilización en imágenes de geometría escasa en lugar 

de la Teoría de “Wavelets”. 

 

Para ello presentaremos los distintos resultados que podemos obtener 

aplicando ambas teorías a las mismas imágenes en diferentes escenarios de 

ruido. 

 

En el siguiente capítulo analizaremos los resultados y los compararemos para 

decidir sobre qué Teoría utilizar. 
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4.1. Resultados sobre imágenes normales. 

 
En este capítulo utilizaremos como señales de estudio las imágenes de 

referencia por excelencia en el mundo del tratamiento digital, la imagen de 

Lenna (o Lena). La curiosa historia del por qué esta imagen se ha convertido 

en un estándar de facto en la industria del tratamiento digital de imágenes la 

podemos encontrar en [www.lenna.org]. 

 

Desde el punto de vista matemático, son señales espaciales de dos 

dimensiones. A continuación se presentan las dos imágenes sobre las que se 

realizará el estudio: Lenna original y Lenna con ruido. 

 

  

Ilustración 01. Imagen de Lenna 

original. 

Ilustración 02. Imagen de Lenna 

con SNR 20,2 dB. 

 

Hemos visto que el primer paso en ambas Teorías es el cálculo del flujo en la 

imagen para llegar a la segmentación. Este primer paso será común para 

ambas teorías, utilizando los mismos algoritmos, para poder comparar las 

mejores que ofrece una teoría sobre la otra. 
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Ilustración 03. Cálculo del flujo 

sobre la imagen de Lenna. 

Ilustración 04. Segmentación 

sobre la imagen de Lenna. 

 

Ahora aplicaremos las Teorías de “Wavelets” y de “Bandelets”  sobre las 

imágenes originales y observaremos las imágenes resultantes después de la 

recuperación. 

 

Aplicaremos diferentes escenarios para comparar los resultados. 

 

4.1.1. Utilización de 5601 coeficientes. 

 

En este escenario aplicaremos ambas Teorías sobre la misma imagen 

utilizando el mismo número de coeficientes para su representación, 5601. 

 

A continuación podemos observar las imágenes obtenidas después de la 

reconstrucción. 
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Ilustración 05. Reconstrucción 

de Lenna utilizando 5601 

coeficientes  “Wavelets”. 

Ilustración 06. Reconstrucción 

de Lenna utilizando 5601 

coeficientes  “Bandelets”. 

 

 

La imagen obtenida utilizando “Wavelets” tiene una relación señal a ruido de 

31,53 dB. La imagen obtenida sin embargo utilizando “Bandelets” posee una 

relación señal a ruido de 31,71 dB. 

 

4.1.2. Utilización de 0,13 bits por píxel. 

 

Otro caso de comparación posible es utilizar la misma tasa de compresión para 

los dos algoritmos, en este caso 0,13 bits por cada píxel de la imagen.  

 

Después de la reconstrucción encontramos que la imagen a la que aplicamos 

la Teoría de “Wavelets” posee una relación señal a ruido de 30,3 dB. Sin 

embargo, utilizando la Teoría de “Bandelets” la relación señal a ruido es de 

30,8 dB. 
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Ilustración 07. Reconstrucción 

de Lenna utilizando “Wavelets” 

con una tasa de compresión de 

0,13 bits/píxel. 

Ilustración 08. Reconstrucción 

de Lenna utilizando “Bandelets” 

con una tasa de compresión de 

0,13 bits/píxel. 

 

4.1.3. Recuperación frente al ruido: Imagen de SNR 20,2 dB. 

 

En este escenario partiremos de la misma imagen ruidosa, y veremos la mejora 

que producen estos dos algoritmos eliminando la señal ruidosa que se 

sobrepone a la señal original. La imagen de partida tiene una relación señal a 

ruido de 20,2 dB. 

 

Después de la reconstrucción utilizando “Wavelets”, obtendremos una imagen 

con una relación señal a ruido de 29,2 dB. Utilizando “Bandelets” será de 30,3 

dB. 
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Ilustración 09. Reconstrucción 

de Lenna utilizando “Wavelets” 

a partir de SNR 20,2dB. 

Ilustración 10. Reconstrucción 

de Lenna utilizando “Bandelets” 

a partir de SNR 20,2dB. 

 

4.1.4. Zoom de una imagen comprimida a 0,22 Bits/pí xel. 

 
Para observar las diferencias en los detalles de las imágenes reconstruidas con 

los dos algoritmos, presentaremos una parte ampliada de la imagen de Lenna 

con una relación señal a ruido de 20,2 dB, la misma imagen tratada con 

“Wavelets” y finalmente la misma imagen tratada con “Bandelets”. 

 

 

Ilustración 11. Imagen de Lenna amplificada y dividida en regiones. 
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Ilustración 12. Imagen de Lenna 

amplificada reconstruida con 

“Wavelets” a 0,22 Bits por 

Píxel. 

Ilustración 13. Imagen de Lenna 

amplificada reconstruida con 

“Bandelets” a 0,22 Bits por 

Píxel. 

 

4.1.5. Zoom de una imagen de SNR 20,2 dB. 

 

Para observar las diferencias en los detalles de las imágenes reconstruidas con 

los dos algoritmos, presentaremos una parte ampliada de la imagen de Lenna 

con una relación señal a ruido de 20,2 dB, la misma imagen tratada con 

“Wavelets” y finalmente la misma imagen tratada con “Bandelets”. 

 

 

Ilustración 14. Imagen de Lenna amplificada. 
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Ilustración 15. Imagen de Lenna 

amplificada reconstruida con 

“Wavelets”. 

Ilustración 16. Imagen de Lenna 

amplificada reconstruida con 

“Bandelets”. 

 

4.1.6. SNR frente a Compresión. 

 
En las secciones anteriores de este capítulo hemos comparado los resultados 

de aplicar en diferentes escenarios. En esta sección se pretende mostrar la 

relación señal a ruido de las imágenes resultantes de la aplicación de las 

“Wavelets” y las “Bandelets” a distintas tasas de compresión. 

 

Observamos en la siguiente ilustración que el comportamiento presentado en 

las secciones anteriores se mantiene más o menos uniforme para todo el rango 

de tasas de compresión utilizados, aproximadamente 0,4 dB mejor las 

“Bandelets” sobre las “Wavelets”. 
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Ilustración 17. Comparación SNR a diferentes tasas de compresión entre 

“Wavelets” y “Bandelets”; Lenna como imagen de referencia. 
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4.2. Resultados sobre imágenes de geometría escasa.  

 
Después de observar los resultados obtenidos sobre la imagen de referencia 

por excelencia en el tratamiento digital de imágenes, y compararlo con los 

resultados que ofrecen la Teoría de “Wavelet”, presentaremos una imagen que 

se parece más a las propuestas en este proyecto como imagen de geometría 

escasa. 

 

  

Ilustración 18. Imagen de 

Barbara original. 

Ilustración 19. Imagen de 

Barbara con ruido: SNR 22,1 

dB. 

 

 
Podemos observar como ciertas partes de la imagen se adecuan a esta 

definición de geometría escasa, en especial la ropa que viste Barbara y el 

mantel de la mesa. 

 

A continuación compararemos nuevamente las reconstrucciones obtenidas 

utilizando tanto la Teoría de “Wavelets” como utilizando la Teoría de 

“Bandelets”. 
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Ilustración 20. Reconstrucción 

obtenida utilizando “Wavelets”. 

SNR 28,5 dB. 

Ilustración 21. Reconstrucción 

obtenida utilizando “Bandelets”. 

SNR 30,8 dB. 

 

 

4.2.1. Recuperación frente al ruido: Imagen de SNR 22,1 dB. 

 

Para la comparación tomaremos como imagen de partida la anteriormente 

presentada con una señal a ruido de 22,1 dB. 

 

El resultado utilizando la Teoría de “Wavelets” será una reconstrucción con una 

relación señal a ruido de 28,5 dB. Utilizando sin embargo la Teoría de 

“Bandelets” obtendremos una imagen con una relación señal a ruido de       

30,8 dB. 

 

 

4.2.2. Zoom de una imagen. 

 

Al igual que en el caso de Lenna, para observar de una forma más precisa los 

detalles las imágenes amplificadas, tanto la original como de las reconstruidas 

a partir de ambas teorías.  
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Ilustración 22. Imagen amplificada de Barbara. 

  

Ilustración 23. Imagen de 

Barbara amplificada 

reconstruida con “Wavelets”. 

Ilustración 24. Imagen de 

Barbara amplificada 

reconstruida con “Wavelets”. 

 

 

4.2.3. SNR frente a Compresión. 

 

Finalmente, compararemos la relación señal a ruido de las imágenes 

reconstruidas con “Wavelets” frente a la relación señal a ruido de las imágenes 

reconstruidas con “Bandelets” para la misma tasa de compresión, utilizando 

como imagen de partida la imagen de Barbara. 

 



Desarrollo de un Módulo genérico para la aplicación de “Bandelets” al tratamiento de imágenes 

CAPÍTULO 4 – Comparaciones  82 

 

Ilustración 25. Comparación SNR a diferentes tasas de compresión entre 

“Wavelets” y “Bandelets”; Barbara como imagen de referencia. 

 
 
 
 

Podemos observar que los resultados obtenidos con la Teoría de “Bandelets” 

es aproximadamente superior en 2 dB a los obtenidos con la Teoría de 

“Wavelets” para cualquier tasa de compresión. 
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4.3. Resultados. 

 
En este capítulo hemos comparado en distintas circunstancias los resultados 

que obtenemos con las dos teorías de tratamiento de imágenes que hemos 

presentado en este proyecto. Hemos analizado los resultados obtenidos con el 

mismo número de coeficientes a partir de la misma imagen original, ruidosa y 

amplificada. 

 

Además, esta batería de pruebas las hemos realizado sobre dos tipos de 

imágenes diferentes. 

 

Por un lado, hemos utilizado como referencia una imagen de una cara normal, 

la imagen de referencia por excelencia: Lenna. 

 

Por otro lado, hemos utilizado una imagen que podríamos clasificar de 

geometría escasa, la imagen de Barbara. 

 

Los resultados que hemos obtenido son: 

 

Para una imagen normal (Lenna), hemos encontrado que la Teoría de 

“Bandelets” nos ofrece una mejora en torno a 0,4 dB. 

Para una imagen de geometría escasa (Barbara) los resultados obtenidos por 

la Teoría de “Bandelets” son aún mejores como esperábamos, ofreciendo 

alrededor de 2 dB de ganancia en la relación señal a ruido. 

 

 

Por tanto, las “bandelets” nos ofrece un algoritmo más potente en el tratamiento 

de imágenes de geometría escasa, y además también ofrece ligeras mejoras 

en imágenes convencionales respecto a las “wavelets”. 
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ANEXO A. FAMILIAS DE FUNCIONES “WAVELETS” 

 

A.01 “Wavelets” de Haar 

 

Alfred Haar (1885 – 1933) fue el matemático Húngaro que definió en 1909 un 

sistema de bases que en la actualidad se conocen como funciones de Haar en 

su honor. Esta familia de funciones son las primeras que se utilizaron muchos 

años más tarde como “Wavelets”, debido a sus propiedades particularmente 

apropiadas para el Análisis Multi-Resolución. 

 

La función de Haar es la que servirá de función madre para generar la familia 

de “Wavelets”. Se expresa como 
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Expresión A. 01.  

 

La función de escala asociada a esta familia de funciones “Wavelets” la 

podemos expresar como  
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xxg
0

2
1

01)(  

Expresión A. 02.  

 

Esta familia de funciones es la más simple familia de “Wavelets” posibles, 

siendo éste su principal punto fuerte. Sin embargo, no son funciones continuas, 

y por lo tanto no son derivables. 
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La transformada de Haar es real y ortogonal. La transformada inversa es 

también una transformación real y ortogonal, siendo además particularmente 

fácil de implementar al ser la transpuesta de una función discreta. Es decir,  

 

T
rr

rr

HH

HH

=

=
- 1

*

 

Expresión A. 03.  

 

Debido a la sencillez de la función madre, y por tanto de las funciones 

generadas a partir de ella, los vectores de la base obtenida están 

secuencialmente ordenados. Con todo esto, la transformada Haar es 

particularmente rápida. 

 

 

Ilustración 01.  “Wavelet” de Haar. 
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A.02 “Wavelets” de Daubechies 

 

La matemática belga Ingrid Daubechies, nacida en 1954, fue la primera en 

utilizar este tipo de funciones, debido a lo cual llevan su nombre. El sistema de 

bases resultante de utilizar este tipo de funciones es ortogonal y ortonormal, 

con lo que resultan muy apropiados para ser utilizado para representar señales. 

 

Existe un número infinito de familias de diferentes “wavelets” de Daubechies 

dependiendo del número de coeficientes necesarios para definirlas, siempre 

par, D2, D4, D6... denotados en Matlab como db 1, db 2, db 3... 

respectivamente, que indica el orden de la familia de “wavelets”. El orden de las 

“wavelets” de Daubechies indica los momentos de desvanecimiento o pasos 

por cero de la función madre. 

 

Ya hemos visto con anterioridad la “wavelet” de Haar, que suele ser conocida 

también como “wavelet” de Daubechies de orden 1 (D2, o db 1 en las 

herramientas de Matlab de “wavelets”). 

 

El punto fuerte de las “wavelets” de Daubechies es que las funciones que se 

“parecen” a ellas son fácilmente representadas por pocos coeficientes, o 

incluso por un único coeficiente. Por tanto, obtenemos una alta eficiencia a la 

hora de representar señales de características parecidas a estas “Wavelets”. 

 

Es fácil ver que la Transformada “Wavelet” utilizando funciones de Daubechies 

presenta muchas similitudes con la Transformada de Fourier, pero nos 

proporciona la ventaja respecto a la Transformada de Fourier de que las bases 

formadas con estas funciones “wavelet” tienen un soporte compacto tanto en el 

dominio del tiempo como en el dominio espectral; es decir, que las funciones 

que forman la base son diferentes a cero en un intervalo finito. 

 

Esta ventaja convierte a estas bases incluso en más eficientes a la hora de 

representar señales que tienen características localizadas en un dominio, como 

de hecho son la mayoría de las señales del mundo real. 
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Esta gran eficiencia hace que esta Transformada “Wavelet” resulte una 

herramienta muy útil en aplicaciones como la compresión, la detección de 

señales y la eliminación del ruido y/o interferencias. 

 

 

Ilustración 02.  “Wavelet” de Daubechies D4 y su función de escala. 
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Ilustración 03. Tabla de coeficientes para “wavelets” de Daubechies Dn. 
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A.03 “Wavelets” de Morlet 

Jean Morlet, geofísico francés, fue uno de los pioneros en el campo de las 

“wavelets”, en colaboración con Alex Grossmann. Fue el primero en utilizar el 

término “wavelet”, y propuso junto con Goupillaud y Grossmann en 1984 la 

utilización de estas familias de funciones complejas.  

 

La función madre de cada familia puede expresarse como un vector complejo 

de la siguiente manera : 

 
2

0
2 )(2)(ˆ uupw --= eg  

Expresión A. 04.  

 

donde 0u es una constante que cumple el principio de admisibilidad sólo si 

8.00 >u . Presenta el problema de que estas familias no son ni ortogonales ni 

biortogonales. 

 

 

Ilustración 04. Partes real e imaginaria de la “wavelet” de Morlet. 
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A.04 “Wavelets” del tipo Sombrero Mejicano 

Esta “wavelet” es bastante simple. Fue definida por Murenzi en 1988 como la 

segunda derivada de una gaussiana, y toma su nombre de la forma de su 

función madre.  

2

2

1
2 )1()(

x
exxg

-
-=  

Expresión A. 05.  

 

La ventaja de esta familia de “wavelets” es que en la práctica se aproximan 

como la diferencia de funciones gaussianas, mucho más simples de computar. 

Además de esta forma conseguimos no utilizar función de escala.  

 

Han sido ampliamente utilizadas en aplicaciones relacionadas con la detección 

de estructuras en imágenes de 2 dimensiones (estas “wavelets” en 2 

dimensiones se obtienen aplicando el operador Laplaciano sobre una 

gaussiana de 2 dimensiones). 

 

 

Ilustración 05.  “Wavelet” de Sombrero Mejicano. 
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A.05 “Wavelets” del tipo “Symlet” 

Esta familia de “wavelets” posee las características de ortogonalidad y 

biortogonalidad. A pesar de su aspecto abrupto y asimétrico, es utilizada tanto 

para realizar transformadas continuas como discretas. 

 

A continuación presentamos tanto la “wavelet” “Symlet” de orden 2, como su 

correspondiente función de escala. 

 

  

Ilustración 06. “Wavelet” 

“Symlet” de orden 2. 

Ilustración 07. Función de escala 

para una “wavelet” “Symlet” de 

orden 2. 
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A.06 “Wavelets” de tipo Gaussiana 

Esta es otra familia de funciones muy común en la Transformada Continua de 

“wavelets”. Se define como la derivada de la función de densidad de 

probabilidad Gaussiana.  

 

Según el orden de la familia puede ser simétrica o asimétrica. Presentan las 

desventajas de no poseer un soporte compacto y no son ortogonales. 

 

A continuación mostraremos las funciones de orden 1 y 2 de esta familia. Como 

podemos observar, la familia de orden 2 es la misma que la que hemos 

presentado antes como “Sombrero Mejicano”. 

 

Ilustración 08. “Wavelet” 

Gaussiana de orden 1. 

Ilustración 09. “Wavelet” 

Gaussiana orden 2. 
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A.07 “Wavelets” de la familia Meyer 

Esta familia de “wavelets” tampoco posee un soporte compacto, pero sin 

embargo sí es simétrica y sí es ortogonal. 

 

  

Ilustración 10. “Wavelet” de 

Meyer. 

Ilustración 11. Función de escala 

para una “wavelet” de Meyer. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Desarrollo de un Módulo genérico para la aplicación de “Bandelets” al tratamiento de imágenes 

ANEXO A – Familias de funciones “Wavelets” 96 

 



Desarrollo de un Módulo genérico para la aplicación de “Bandelets” al tratamiento de imágenes 

Glosario  97 

 

 

 

Glosario 

 

 

ARQ, en inglés, Automatic Repeat-reQuest; en español son protocolos de 

reenvío automático. 

FEQ, en inglés, Forward Error Correction; en español son protocolos de 

corrección de errores delantera. 

ACK, en inglés ACKnowledge; es español aceptación. 

NACK, en inglés No ACKnowledge; en español no aceptación. 

STFT, en inglés, Short Time Fourier Transform; en español Transformada de 

Fourier por intervalos. 

JPEG, en inglés, Joint Photographic Experts Group; en español Grupo de 

expertos fotográficos conjunto. 

FBI, en inglés Federal Borou of Investigation; en español es la Agencia Federal 

de Investigación de los Estados Unidos de América. 

AMR, Análisis Multi Resolución. 

CWT, en inglés Continuous Wavelet Transform; en español Transformada 

Continua “Wavelet”. 

ICWT, en inglés Inverse Continuous Wavelet Transform; en español 

Transformada Continua “Wavelet” Inversa. 
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